머 리 말 


위대한 령도자 김정일장군님께서는 다음과 같이 말씀하시였습 
니 다. 

작 수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하 
는데서도 중요한 수단으로 됩니다. 수학교육을 강화하는것믄 자 
라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을 키워주는데서 중요한 의 
의를 가집니다. > 

정보산업의 시대, 비상히 빠른 속도로 발전하고있는 과학기술의 
시대에 살고있는 우리 청소년들앞에는 현대과학기술을 높은 수 
준에서 습득하여 최첨단의 요새를 점령하여야 할 어렵고도 중요한 
과업이 나서고있습니다. 

강성 대 국건설의 기 둥으로 자라나고있 는 청 소년 학생 들에 게 있 
어서 높은 과학지식은 조국을 빛내여나가는 길에 귀중한 밑천으로 
될것입니다. 

특히 수학지식은 누구나가 다 잘 알아야 할 중요한 지식입니다. 

이 책은 앞날의 믿음직한 일군으로 자라나기 위하여 수학학 
습을 열심히 하고있는 학생들에게 도움을 주기 위하여 만들었 
습니다. 책에서는 중학교에서 취급되는 기하지식을 개괄적으로 주 
고 있습니 다. 

구체적인 수학지식들파 문제풀이의 묘리들을 원리적으로 파악하 
며 수학적지능을 키우는데 도움이 되도록 실례와 함께 문제풀이도 
많이 주었습니다. 누구든지 이 책의 기하문제만 다 풀면 일반기하 
학에서 나오는 기하문제들을 쉽게 풀수 있을것입니다. 
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계 1 장 평면도형 

1. [[각형과 원 

1) 직선과 각 

① 면, 선, 점 
-1) 면, 선, 점 

• 면에는 평면파 곡면이 있고 선에는 직선파 곡선이 있다. 

• 면파 면이 사귀여 선이 생기고 선파 선이 사귀여 점이 생긴다. 

L ) 립체 

모양파 크기만을 생각하는 물체를 립체라고 부론다. 

립체의 겉은 면, 선, 점으로 되여있다. 

C ) 평면도형파 공간도형 

도형은 점들의 모임이다. 도형의 모든 점들이 한 평면에 놓일 때 그 
도형 을 평 면도형 이 라고 부르며 평 면도형 이 아닌것 을 공간도형 이 라고 
부론다. 



벌어진 선 


그립 


1-1 
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다문선 



S ) 벌어진 선파 다문선 

길이를 가지는 선들가운데서 끝점을 가진 선을 벌어진 선, 끝점이 없 
는 선을 다문선이라고 부론다. (그림1一 1) 

n ) 선 파 점 의 자리관계 

•〈〈점 A 가 선 씬에 놓여있다.》또는 〈〈선 씬이 점 A 를 지 난다.》라 
는것 을 다음파 같이 표시한다. 

A e ^ 또는 ^ 3 A 

• 《점 묘가 선 씬 밖에 있다.〉〉또는 
〈〈선 씬 이 점 B 를 지 나지 않는다. )) 는것 
을 다음파 같이 표시 한다. (그림 1一 2) 

B 安 씬 또는 £ 

② 직선 

기) 직선 

• 직선은 량쪽으로 끝없이 곧추 뻗어있는것이라고 생각한다. (이것 
은 직선에 대한 정의가 아니다. 직선도 기하에서 정의하지 않는 말이 
다. ) 두 점을 지나는 직선은 꼭 1개 있다. 그러므로 두 점은 한 직선 
을 결정한다고 말한다. 

• 두 점 八 B 를 지나는 직선을 다음파 같이 표시한다. (그림 1_3의 기, S ) 

《직선 AB )> (또는《직선 £)) ) 

• 두 직선이 1개의 점만을 함께 가질 때 이것들은 사귄다고 말하며 
그 점을 사귐 점이 라고 부론다. 

• 직선은 평면을 2개의 부분으로 나누는데 매 부분을 반평면이라고 
부론다. 이때 한쪽 반평면의 두 점은 직선파 사귀지 않는 선으로 맺을 
수 있다. 그러나 서로 다른 두 반평면의 두 점은 어떤 선으로 맺아도 
그 선은 반드시 직선 씬파 사귄다. 

i _) 반직선 

• 직선에 한 점 A 를 찍으면 직선은 두 부분으로 나누어진다. 이때 
매 개 부분을 반직 선 이라고 부론다. 그리 고 A 를 반직 선의 끝점 이라고 
부론다. 

• 점 A 를 끝점 으로 하는 반직선을 다음파 같이 표시 한다. 

《반직선 AB » 

여기서 B 는 반직선에 있는 다른 한 점이다. (그림 1_3의 l ) 
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C ) 선분 

• 두 끝점을 가진 직선의 토막을 선분이 라고 부론다. 

• 두 끝점 이 A 묘인 선분을 다음파 같이 표시 한다. (그림 1_3의 c ) 
〈〈선분 AB » 

• 선분 AB 라고 하면 그 길이를 말할 때도 있다. 



•《 선분 ab ► 성 직선 e > 


그림 1一3 

S ) 선 분의 늘임선 

두 점 A , B 를 지나는 직선을 점 B 에서 2개의 반직선으로 나누었을 
때 점 A 를 포함하지 않는쪽을 선분 AB 의 B 쪽으로의 늘임선이라고 부 
르며 A 에서 2개의 반직선으로 나누었을 때 점 B 를 포함하지 않는쪽을 
선분 AB 의 A 쪽으로의 늘임선이라고 부론다. 
n ) 꺾인선(그림 1_4) 



다문 꺾인선 


그림 1-4 


벌어진 꺾인선 



• 한 선분에 몇개의 점을 찍고 그 점들에서 선분을 꺾어서 선분토막 
들로 된 도형을 만들었을 때 그것을 꺾 인선이라고 부론다. 

• 차〔(정점의 수)一(토막의 수)〕는 다문 꺾인선에서 0파 같고 벌 
어진 꺾인선에서는 1과 같다. 

H) 두 점사이의 거리 

•두 점 A, B 를 맺는 선분의 길이를 두 점 A, B 사이의 거리라고 
부르고 d(A, 미로 표시한다. 
d(A, B)=AB 

• 임의의 세 점 A, B, C 에 대하여서는 AB + BC^AC 이다. 

(여 기 서 같기 표는 BSAC 인 경 우에 성 립 한다. ) 

시 선분의 가운데점 

선분을 둘로 꼭같게 나누는 점을 선분의 가운데점이라고 부르며 이 
때 이 점은 선분을 2등분한다고 말한다. 



(정점》 《변》 

그림 1-5 


③ 각 
기 각 

한 점 O 에서 나간 두 반직선 OA， OB 와 
그사이에 끼인 평면의 부분을 각이라고 
부르고 ZAOB 로 표시한다. (그림 1_5) 

ZAOB 라고 하면 그 각의 크기를 말할 때 
도 있다. 

1_) 여러가지 각들의 이름 

뾰족각: 0°보다 크고 90°보다 작은 각 
직각: 90° 인 각 (ZR 로도 표시 한다. ) 

무딘각: 90°보다 크고 180°보다 작은 각 
평각: 180° 인 각 

오목각: 180° 보다 크고 360° 보다 작은 각 
한바퀴 각 : 360°인 각 
IZ) 각의 단위 

각의 단위에는 1도 (r), 1분(打), 1초 (n 가 있다. 


:한바퀴각의 숲，너의 吉，- 
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s) 각의 2 등분선 

• ZAOB 를 둘로 꼭같게 나누는 직선 
OC 를 ZAOB 의 2등분선이라고 부론다. 

즉 OC 가 ZAOB 의 2등분선이면 
ZAOC=ZBOC 이다. 

• 그림 1—6 은 각의 2등분선을 
긋는 방법 을 보여준다. 
n) 보템각 

- Za+Z&=2ZR=180° 일 때 Za 와 
Z 간를 서로 보템각이라고 부론다. 

• 의 한 변파 의 한 변이 겹칠 때 그 두 각을 곁보템각이라고 부론다. 

④ 수직과 평행 

-1) 평면에서 두 직선의 자리관계(그림 1—7) 



수학상식 

홍대용과 《주해수용》 


18세기 우리 나라의 수학자, 천문학자, 유물론철학자였던 홍대용 
(1731 —1783년》은 대대로 높은 벼슬을 지낸 량반가문의 출신으로서 대부 
분을 학문연구에 바쳤다. 

그의 뛰여난 재능은 그가 쓴 수학책 《주해수용》에서 찾아볼수 있다. 
이 책은 당시까지 도달된 수학지식들을 참고해서 자기의 독자적인 체계 
를 가지고 씌여져 있다. 

책은 내편과 외편으로 되여있는데 내편에는 대수，기하，삼각 등의 원 
리적인 문제들을 취급하였고 외편에는 토지면적계산법, 력서편찬과 관련 
한 천체계산법 등을 비롯하여 여러 분야의 응용문제들을 취급하였다. 특 
히 내편에서 원의 반경을 알고 그 원에 내접하는 바른14각형과 바론18각 
형의 변의 길이를 구하는 문제，고차방정식의 근사풀이법 등을 알기 쉽게 
서술한것은 주목할만 한것이다. 그리고 외편에서 지구의 중심으로부터 래 
양까지 하지날의 거리를 알고 동지날의 거리를 계산하는 문제, 계산기구 
또는 도표를 리용하여 여러가지 복잡한 계산을 간편하게 하는 문제 등을 
독특하게 푼것은 그의 남다른 재능을 잘 보여준다. 
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사귀는 경우 


그림 1-7 


평행인 경우 


1-) 맞문각과 그의 성질 

• 두 직선이 사귀였을 때 서로 마주하고있는 각을 맞문각이라고 부 
른다. 

• 맞문각은 서 로 같다. 
c ) 수직선 

• 직선 AB 와 CD 가 직각으로 사귀 였을 때 직선 AB 와 CD 는 서로 수직이 
라고 말하며 한 직선을 다른 직선의 수직선이라고 부론다. 

• 직 선 AB 와 CD 가 수직 이 라는것 을 다음파 같이 표시 한다. 

AB 丄 CD 

S ) 점에서 직선까지의 거리 

점 보에서 직선 씬에 그은 수직선이 씬과 사귀는 점을 비이 점을 직 


수학상식 

수직기호를 도민한 에리 e 


17세 기 프랑스의 수학자였던 에 리 곤은 전 6권으로 되 여있는 《수학교 
정》이라는 책을 썼는데 여기에는 산수，대수가 서술되여있다. 

그는 수학기호들을 발전된 형래로 표시하고 사용하였는데 특히 수직기 
호 丄는 그가 1634년 에 도입한것 이 다. 

그는 이밖에도 이딸리아의 수학자 따르딸리아 (1499-1557 년)와 독립적 
으로 n 개의 원소에서 서로 다른 m 개의 원소를 취한 조합의 총개수를 구 
하는 공식을 내놓았다. 
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그립 1 


선 씬 에 내 린 수직선의 밑점 이 라고 부론다. )이 라고 할 때 선분 MN 의 
길이를 점 보에서 직선 관까지의 거리 
라고 부르고 이것을 d ( M , 씬) = MN 으 
로 표시한다. 

즉 d ( M , £) 

n) 선분의 수직2등분선 

• 선분 AB 에서 OA=OB 이 고 AB 丄 CD 
일 때 ( O 는 선분 AB 와 직선 CD 의 사귐 
점 ) 직선 CD 를 선분 AB 의 수직2등분선 
이라고 부론다. 

• 그림 1一8은 선분 AB 의 수직2등분선 
을 긋는 방법을 보여준다. 

H ) 평행직선사이의 거리 

• 직선밖의 한 점을 지나면서 그 직선에 평행인 직선은 꼭 하나 있다. 

■ 씬/ / m 일 때 m 의 점들에서 직선 씬까지 

의 거리는 다 같다. 

이 거리를 두 평행직선 £, m 사이의 거리 
라고 부르고 다음파 같이 표시한다. 

즉 d ( m , £ ) 

시 평 행 직선과 같은자리각, 엇 각, 한쪽 
아낙각 

• 그림 1一9에서 Z 2 와 Z 6 은 비슷한 자 
리에 있다. 

즉 변 ME 와 NE 가 직선 EF 에서 같은쪽 
으로 향하고 다른 한 쌍의 변 MB 와 ND 는 
직선 EF 에 관하여 같은쪽에 있다. 

이러한 두 각을 같은자리각이라고 부론다. 

• Z 3 파 Z 6 은 직선 EF 에 관하여 다른쪽 아낙에 있다. 

이런 두각을 엇각이라고 부론다. 

• Z 3 파 Z 5 는 직선 EF 에 관하여 같은쪽 아낙에 있다. 

이 런 두 각을 한쪽아낙각이라고 부론다. 

• 그림 1_10에서와 같이 



그림 1-9 
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두 직선이 평행 « 같은 자리각이 같다. 

두 직선이 평행 « 엇각이 같다. 

두 직선이 평행 « 한쪽아낙각의 합이 
180° 이 다. 

0) 평행각파 수직각 

•두 각에서 변들이 한쌍씩 평행일 때 그 
두 각을 평행각이라고 부론다. 평행각은 크 
기가 같거나 서로 보탬각이다. 

• 두 각에서 변들이 한쌍씩 수직일 때 그 두 각을 수직각이라고 부 
른다. 수직각은 크기가 서로 같거나 서로 보탬각이다. 

2) 문제풀이의 묘리 

[례 1] 한 직선우에 세 점 A , B , C 가 이 순서로 놓이고 AB 〉 BC 이다. 
AB 의 가운데 점을 L , AC 의 가운데 점을 M , BC 의 가운데 점을 N 이라고 
하면 MN = LB 이다. 왜 그런가? (그림 
1 一 11) 

(설명 ) AB =2 a , BC =2 &로 놓으면 


1 丄 

LB =iAB =^2a = a 

2 1 그림 1-11 

NC =-BC =2~b=b 
2 2 

MC = 승 AC =^-(AB+BC) = ^(2a+26 ) = a + b 

MN =MC-NC =a + b -b=a 
MN = LB 

[례到 네 점 A, B, C, D 가 차례로 한 직선우에 있을 때 
AB • CD + BC • AD=AC • BD 이다. 왜 그런가? (그림 1-12) 
(설명) AB=a, BC=b, CD=c 로 놓으면 

AB • CD+BC-AD=a -c+b (a + b+c)= 
=(a+b)c+b(a+b) =(a + b)(b+c)= AC • BD 




그립 1 시 0 
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※ 이 문제는 〈〈오일레르의 정리〉〉로 불리우고있다. 



그림 1-12 



[례到 45° 각으로 사귀는 두 평면거 울 AB , BC 가 있다. 그림 1 — 13 에서 
와 같이 빛 MN 이 AB 에 70° 각으로 입 사하고 N 에 서 반사되 여 그 반사빛 이 
다시 BC 에 있는 모에서 반사되 여 PQ 방향으로 반 
사될 때 PQ 와 MN 이 이루는 각은 얼마인가? 

또한 ZMNA 가 a (여 기서 45° < a <90°) 일 때 
는 어떻게 되는가? (그림 1一 13) 

(설명) 입사각과 반사각이 갈으므로 
ZMNP =180°- 70° x 2 = 40° 

한편 3각형 의 세 아낙각의 합이 180°이 므로 
ZBPN =180°- 70°- 45°= 65° 

/. ZQPN =180°- 65° x 2 = 50° 

ZQPN + ZMNP = 50°+ 40°= 90° 

3각형 의 두 아낙각의 합이 90° 이 면 다른 한 각은 90° 이 므로 PQi _ 
이다. 일반적으로 ZMNA = a 일 때에도 PQ 丄 MN 임을 엄는다. 


련습문제 

1. 그림 1一14에서 직선, 반직선, 선분이 사귀는것은 ( )이다. 




그림 1-14 
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그림 1-15 



2. 그림 1一15의 매 점을 끝점으로 하고 다른 한 점을 지나는 반직 
선 은 ( ) 개이 다. 

① 5 ② 10 ③ 20 ④ 우의 답은 모두 틀림 


3. 그림 1一16에서 세 직선의 사귐점들을 각각 끝점으로 하는 반직 
선은 ( )개이 다. 

① 5 ② 10 ③ 20 ④ 우의 답은 모두 틀림 


M ( N ) N _ 

A ' C ' D B 

그림 1-17 

그립 1-16 

1 

4. 그림 1-17 에서 AB =14, AC ： CD ： DB =1：2：4, AM =~ AC , 

DN =1 dB 이면 MN 의 길이는 ( ) 이다. 

4 

① 4 또는 7 ② 7 ③ 3 또는 7 ④ 우의 답은 모두 틀림 



5. 그림 1一18에서 AB = 


- AB , 보은 AD 의 가운데점, 자은 


AC 의 가운데점이다. 이때 MN 파 AB + NB 의 자리관계는 ( ) 이다. 
① MN 〉 AB+NB ② MN < AB+NB 

③ MN = AB+NB ④ 정할수 없다. 


DMA 


N B 


그립 1-18 

6. ZA 와 어 떤 각의 합은 90° 이 다. 이 ZA 는 그 각의 ( )이 다. 

① 보템각 ② 이웃보탬각 ③ 이웃각 ④ 남은각 
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7. 무딘각에서 뾰족각을 던 차는 ( )이다. 

① 뾰족각 ② 직각 ③ 무딘각 ④ 정할수 없다. 

8. 평면우에 한 직선에 놓이지 않는 네 점이 있다. 그가운데 임의의 

두 점은 한 직선을 결정한다. 이때 직선을 기껏 _개 그을수 있다. 

9. 평면에 둘씩 서로 사귀는 3개의 직선이 있다. 만일 사귐점이 최 

대로 m 개, 최소로 n 개이면 m + n = _개이다. 


10. 그림 1一19에 서 뾰족각은 _ 개 이다. 



11. 그림 1-20 파 같이 세 직선 AB , CD , EF 가 한 점 O 에서 사귄 

다. 이때 그림 에는 평각보다 작은 각은 _ 개 있다. 

12. 한 뾰족각의 남은각이 그 뾰족각의 보탬 각의 |이 다. 

이때 그 뾰족각의 크기는 _ 이다. 

13. 그림 1—21 에서 ZAOB =25° 이고 OB 는 
ZAOC 의 2등분선이며 ZBOC 와 ZAOD 는 서로 보 
템각이다. 

그러면 ZCOD 는_이다. 

14. 5시 15분일 때 시침파 분침사이의 뾰족각은 _이다. 



그림 1-21 


15. 세 직선 이 둘씩 사궐 때 사귐점 이 1개가 아니 면 맞문각은 _쌍 
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이다. 

답 

1.④ 2.③ 3.③ 4.③ 5.① 6.④ 

7. ④ 8. 6 9. 4 10. 8 11. 12 12. 45° 

13. 105° 14. 67° 3(/ 15. 6 


3) 3각형 


① 다각형파 그 요소 乂 / Z 、、、 ᅮ 

기 ) 다각형 강 、、 j E 

다문꺾인선파 그 아낙으로 된 평면의 부분 y ( ° F，44) / 

을 다각형이라고 부론다. 이때 다각형을 이루 \ y 一 변 

는 매개 선분을 다각형의 변, 이웃한 두 변의 各、 _ / D 

공통 점을 다각형의 정점, 이웃한 두 변이 만 
드는 다각형의 아낙부분의 각을 다각형의 각 
(아낙각)이라고 부론다. (그림1_22) 

정점이 A , B , C , D , …,묘인 다각형을 《다각형 ABCD … E 》 로 표 
시 한다. 

다각형 을 이 루는 다문꺾인선을 다각형의 둘레 라고 부론다. 
i _) 다각형의 분류 

다각형은변의 개수에 따라 乂、、 ᄉ，、、、 

서 3 각형, 4각형, 5각형, … 乂 \ / \ 

이라고 부론다. 之、、 \ \ / 

특히 3각형 ABC 를 ᄂ一一 ᆻ-^ \_/ 

AABC 로 표시한다. 오목다각형 볼록다각형 

다각형안의 임의의 두 점 

을 맺는 선분이 그 다각형 1111 1 一 23 

안에 완전히 놓일 때 그 다 

각형 을 볼록다각형 이라고 부르며 볼록다각형 이 아닌 다각형 을 오목다 
각형 이라고 부론다. (그림 1-23) 

변의 길이가 꼭같고 아낙각들이 꼭같은 다각형 을 바론다각형 이라고 
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부론다. 


② 3각형의 변, 각들사이의 관계 
1) 3각형 에서 변들사이의 관계 

3각형에서 한 변은 다른 두 변의 합보다 작고 차보다 크다. 

즉 AABC 에서 BC-CA <AB < BC + CA 
CA-AB < BC < CA+AB 
AB-BC < CA < AB + BC 
i _) 3각형의 세 각의 합 
3각형의 세 각의 합은 180°이다. 

즉 ᅀ ABC 에서 ZA + ZB + ZC = 

c ) 3각형의 바깥각 

ᅀ ABC 에서 변 AB 를 연장하여 생기는 
ZCBD 를 아낙각 B 의 바깥각이라고 부론다. 

(그림 1—24) 

3각형 에서 바깥각은 그곁에 있지 않는 두 아 
낙각의 합파 같다. 

ZCBD=ZA + ZC 

③ 3각형 의 결정조건 
기) 3각형의 요소 
3각형 에서 3개의 변, 3개의 각들을 각각 3각형의 요소라고 부론다. 
1-) 3각형의 결정조건 

3각형 은 다음의 요소가 주어 질 때 하나로 정해 진다. 

세 변(매 두 변의 합은 다른 한 변보다 크다. ) 

두 변파 그사이의 각 

한 변파 그에 불은 두 각(두 각의 합은 180°보다 작다. ) 

④ 3각형의 변파 각의 관계 

3각형에서 큰 변의 맞은각은 작은 변의 맞은각보다 크다. 

또한 큰 각의 맞은변은 작은 각의 맞은변보다 크다. 
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⑤ 3각형의 높이, 가운데선 
기) 3각형의 높이 

3각형의 한 정점에서 맞은변 또는 그 연장선에 그은 수직선분을 그 
3각형의 높이라고 부론다. (그림 1_25) 



밀변 밑변 

그림 1一25 


i _) 3각형의 가운데선 

3각형의 한 정점파 그 맞은변의 가운데점을 맺는 선분을 3각형의 가 
운데선이라고 부론다. 

3각형의 세 가운데선은 한 점에서 사귀며 그 사귐점은 매 가운데선 
을 2:1로 나눈다. 

3각형 의 세 가운데선의 사귐 점 을 3각형 의 무게 중심이 라고 부론다. 


⑥ 여러가지 3각형 
기 2등변3각형 

두 변이 같은 3각형 을 2등변3각형 이라고 부론다. 

이때 같은 두 변을 옆변, 두 옆변사이의 각을 정각, 정각의 맞은변을 
밑 변, 밑변에 불은 두 아낙각을 밑각이라고 부론다. 

2등변3각형에서는 정각의 2등분선, 높이, 가운데선이 다 일치한다. 

2등변3각형의 두 밑각은 같다. 

거꾸로 두 각이 같은 3각형은 2등변3각형 이다. 

니 바론3각형 

세 변 이 같은 3각형 을 바론3각형 이라고 부론다. 

바론3각형의 세 각은 다 같다. 

또한 세 각이 다 같은 3각형 을 바론3각형 이라고 부론다. 
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c ) 직 3 각형 

3각형에서 세 각이 다 뾰족각이면 뾰족3각형, 한 각이 직각이면 직 
3각형 , 한 각이 무딘각이 면 무딘3각형 이라고 부론다. 

직3각형에서 두 뾰족각의 합은 90°이다. 

직3각형에서 직각을 끼고있는 두 변을 직각변, 직각의 맞은변을 빗 
변이 라고 부론다. 직3각형에서 빗변은 직각변보다 길다. 직3각형에서 빗 
변의 2제곱은 직각변들의 2제곱의 합파 같다. 

즉 AABC ( ZA =90°) 에서 BC 2 = AB 2 + AC 2 
S ) 직2등변3각형 

두 직각변의 길이가 같은 직3각형을 직2등변3각형이라고 부론다. 

직2등변3각형은 직3각형이면서 2등변3각형 이다. 

⑦ 3각형의 면적공식 

3각형의 면적은 밑변파 높이와의 적의 절반파 같다. 

S= 丄 a h (a : 밑변， h: 높이 ) 

2 

⑧ 3각형의 합동조건 
-1) 합동 

• 두 도형 이 꼭 맞출수 있게 생겼을 때 그 두 도형은 합동이라고 말한다. 
합동인 두 도형을 꼭 맞출 때 겹쳐지는 두 점, 두 변, 두 각을 각각 대 

응하는 점, 대웅하는 변, 대웅하는 각이라고 부론다. 

• 합동인 두 도형에서 대응하는 선분의 길이는 같고 대응하는 각의 크 
기도 같다. 

ᅀ ABC 와 ᅀ시과이가 합동이라는것을 다음파 같이 쓴다. 

AABC ^ AAjBjCj 

1-) 3각형의 합동조건 

• 두 3각형 에서 세 쌍의 대웅하는 변이 각각 같으면 그 두 3각형은 
합동이다. (세변조건) 

• 두 3각형 에서 두 쌍의 대응하는 변파 그사이의 각이 각각 같으면 
두 3각형은 합동이다. (변각변조건) 

• 두 3각형에서 한 쌍의 대웅하는 변파 그 변에 불은 두 쌍의 대웅하는 각 
이 각각 같으면 그 두 3각형은 합동이 다. (각변각조건) 
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C ) 직 3 각형의 합동조건 

• 두 직3각형에서 두 쌍의 대응하는 직각변이 각각 같으면 그 두 직 
3각형은 합동이다. 

• 두 직3각형에서 한 쌍의 대응하는 변파 한 쌍의 대웅하는 각이 각 
각 같으면 그 두 직 3 각형은 합동이다. 

• 두 직3각형에서 대응하는 빗변파 한 쌍 
의 대웅하는 직각변이 각각 같으면 그 두 직 
3각형은 합동이다. 

' \N 

⑨ 3각형의 중간선 ~7 V ~ 

3각형의 두 변의 가운데점을 맺는 선분을 B / \ c 

3각형의 중간선이라고 부론다. 느 - 노 

3각형의 중간선은 밑변에 평행이며 그의 그립 1一26 

절반파 같다. 

즉 그림 1一26에서 MN 이 3각형의 중간선일 때 MN = 


=//士 BC 


4) 문제풀이의 묘리 


[례 1] AABC 에서 ZB 는 ZA 보다 40° 크고 ZC 는 ZB 보다 50° 작 
다. ZA 의 크기를 구하여라. 

(설명) ZA = x ° 라고 하면 주어진 조건에 의하여 
ZB = x °+40°, ZC =( x °+40°) ᅳ 50°= x -10° 

ZA + ZB + ZC =180° 이므로 
x ° ( x ° +40° ) + ( x ° -10°) = 180° 

3 x °=150°, x °=50° 답 50° 

[례到 ᅀ ABC 에서 AB >AC 이며 변 BC 의 
가운데점을 보이라고 할 때 다음것을 증명하 
여라. 

1) AB + AC > 2 AM 2 )ZBAM <CAM 
(설명) 1) AM 의 연장선우에 MD=AM 으로 
되는 점 D 를 찍고 D 를 B 및 C 와 맺자. (그림 그림 1-27 
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1 — 27) 

ᅀ BDM 파 AAMC 에서 BM = MC , DM = AM , 

ZBMD=ZAMC (맞문각) 

ABDM=AAMC (변각변조건) 

즉 BD=AC 
ᅀ ABD 에 서 

AB + BD〉AD 이므로 AB + A 02 AM 

2) AABD 에서 AB 〉 BD=AC 이므로 ZADB > ZBAD=ZBAM 
여기서 BD//AC 로부터 ZADB = ZCAD=ZCAM 이므로 


ZCAM>ZBAM 

[례到 AB<AC 인 ᅀ ABC 의 변 AC 우에 점 D 를 
DC=AB 되게 찍고 AD 의 가운데점을 E , BC 의 가 
운데점을 F 라고 하자. F , E 를 맺는 직선이 BA 의 
늘임선파 사귀는 점을 G 라고 하면 AE=AG 임을 증 
명하여라. 5 _ 

(설명 ) B 와 D 를 맺고 그가운데점을 O 라고 하면 그림 ，_28 
(그림 1- 我) 

20 E//AB = CD //20 F (3 각형의 중간선에 관한 성질) 

... OE = OF , ZOEF=ZOFE 

OE // AB , OF//AC 이므로 

ZOEF = ZAGE (평 행 직 선의 같은자리각) 

ZOFE =ZAEG (평행직선의 같은자리각) 

AAGE 는 2등변3각형 이다. 



AG=AE 

[례 4] ZB =2 ZC 인 AABC 에서 A 로부터 BC 에 내 
린 수직선의 밑점을 D 라고 하고 BC 의 가운데점을 
E 라고 하면 AB = 2 DE 임을 증명하여라. 

(설명) 변 씨의 가운데점 N 을 D 및 E 와 맺고 
ZC=a 라고 하면 ZB =2 a 이다. (그림 1_29) 
AADC 는 직3각형이고 사은 그 빗변의 가운데점이므로 
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ZNDC =0： 

또한 NE 는 AABC 의 중간선이므로 NE//AB 
1 

NEC =2 a , NE=-BC 

여 기서 ANDE 의 바깥각 ZNEC 는 2 a 이므로 ZDNE = a 

... DE = EN=iAB 즉 AB =2 DE 

2 

[례引 2등변3각형 ABC 의 밑변의 두 끝점 B , 

C 로부터 맞은변에 그은 수직선의 밑점을 각각 
D , E 라고 하면 BD=CE 임을 증명하여라. 

(설명) ADBC 와 AEBC 에서 AB=AC 이므로 
(그림 1-30) 

ZDCB=ZEBC 
또한 ZBDC = ZCEB = ZR , 

CB 는 공통변이므로 ADBC^AEBC (직3각 
형의 합동조건) 

... BD=CE 

련습문제 

1. 다음의 매 3개의 선분에 대하여 3각형을 결정하는것은 ( )이다. 

① 2. 5, 3. 7, 6.1 ② 3, 8, 12 

③ 4, 1. 7, 2.3 ④ 1, 2, 3. 1 

2. 3각형 의 세 아낙각의 비 가 1:2:3이 면 이 3각형 은 ( )이다. 

① 뾰족3각형 ② 직3각형 ③ 무딘3각형 ④ 정할수 없다. 

3. AABC 에서 ZB , ZC 의 2등분선의 사귐 점 을 C 라고 하면 ZBFC 는 
( )이다. 

① ZR 보다 작다. ② ZR 보다 크다. 

③ ZR 이다. ④ ZR 보다 크거나 같다. 

4. 3각형에서 제일 큰 각이 제일 작은 각의 2배이면 제일 작은 각 



그림 1一30 
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은 ( )이다. 

① 60°를 넘지 않는다. ② 30°를 넘지 않는다. 

③ 36°보다 작지 않고 45°보다 크지 않다. 

④ 우의 답은 모두 틀림 

5. 3각형 의 제 일 큰 각이 제 일 작은 각의 100배 이면 이 3각형 은 
( ) 이다. 

① 무딘3각형 ② 직3각형 또는 무딘3각형 

③ 뾰족3각형 ④ 정할수 없다. 

6. AABC 에서 BC 의 가운데점을 D 라고 할 때 ZBAD 와 ZCAD 의 

크기관계 는 _이 다. 

7. 빗변의 길이가 2 C , 한 직각변의 길이가 C 인 직3각형의 세 아낙 

각의 비는 _이다. 

8. 4각형 ABCD 에서 AB =5, CD = DA = AC =10, ZB =90° 이면 

ZBAD 와 ZBCD 의 크기 는 각각 _이 다. 

9. 직3각형 ABC 에서 ZC =90° 이고 ZA 의 2등분선이 BC 와 사귀는 점 

을 D 라고 할 때 AB =2 AC , BD =2 cm 라면 CD 의 길이는 _ 이다. 

10. AABC 에서 ZB , ZC 의 2등분선의 사귐점을 I , I 를 지나 AB , 

AC 에 평행되게 그은 직선이 BC 와 사귀는 점을 각각 E , F 라고 할 때 
BC =8 cm 이면 ᅀ IEF 의 둘레는 _이다. 

11. AABC 에서 일 때 ZB 와 45°의 크기를 비 

교하여라. 


12. ᅀ ABC 의 변 AB , AC 의 바깥쪽에 바른4각형 ABDE , ACFG 를 만 
들고 EG 의 가운데점을 L , BC 의 가운데점을 보이라고 하면 AN = EL , 
AM 丄 EG 임 을 증명하여 라. 
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13. AABC 의 변 AC 의 가운데점을 M, BM 의 가운데점을 N, AN 파 

BC 와의 사귐점을 P 라고 하면 BP=lcP 임을 증명하여라. 

2 

14. AABC 의 ZA 의 2등분선에 B, C 로부터 내린 수직선의 밑점을 

D, E 라고 하고 BC 의 가운데점을 보이라고 하면 

MD=ME=i | AB-AC | 임 을 증명하여 라. 

2 

15. AABC 에서 AC=3AB 이다. 이제 C 로부터 ZA 의 2등분선에 내 
린 수직선의 밑점을 D 라고 하면 BC 는 AD 를 2등분한다는것을 증명하 
여라. 


16. AABC 의 변 BC 의 가운데점 D 로부터 ZA 의 2등분선에 평행으로 
그은 직선이 변 BA, CA (또는 늘임선)와 사귀는 점을 E, F 라고 하면 

AE=AF=1 | AB-AC | , BE=CF= 丄 (AB+AC) 임 을 증명 하여 라. 

2 2 

17. AABC 의 바깥쪽에 바른3각형 DBC 를 만들면 AD^AB + AC 임 
을 증명하여 라. 

18. AABC 아낙의 임의의 한 점을 P 라고 할 때 다음것을 증명하여라. 

① AB + AC > PB + PC ② ZBPC > ZBAC 

19. AABC 아낙의 임의의 한 점을 P, BP, CP 의 늘임선이 각각 AC, 
AB 와 사귀는 점을 D, E 라고 하면 AE+AD>PE+PD 임을 증명하여라. 

20. 2등변3각형 ABC(AB=AC) 의 변 AB 우에 점 D 를, 변 AC 의 늘임 
선우에 점 묘를 BD=CE 되게 정하면 DE > BC 임을 증명하여라. 

21. 바른3각형 ABC 가 있다. 이 평면우의 임의의 한 점을 P 라고 할 
때 늘 PB+PC ^ PA 임 을 증명하여 라. 
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22. 직 2 등변 3 각형 ABC 의 빗변 BC 우의 임의의 한 점 D 로부터 AB, 
AC 에 내린 수직선의 밑점 을 각각 E, F 라고 할 때 D 로부터 EF 에 내린 
수직선은 늘 일정한 점을 지난다는것을 증명하여라. 


답 

I. ① 2.② 3.② 4.② 5.③ 

6. ZBAD < ZCAD 7. 1:2:3 8. 120°, 90° 

9. lcm 10. 8cm 

II. ZB^45° 

지시: 만일 ZB < 45°이면 ZA > 90°를 엄게 되는데 이것은 조건 
에 모순된다. 

12. 지시: AL 의 늘임 선우에 LK=LA 되게 점 K 를 정하면 
AEAK=AABC, ᅀ EALeAABM 으로 된다. 또한 보스와 EG 의 사귐 
점을 H 라고 하면 우의 결파와 조건으로부터 ZAHE=ZR 틀 얻는다. 

13. 지시 : 점 M 을 지나 AP 에 평행인 직선이 BC 와 사귀는 점을 Q 라 
고 하고 BP=PQ=QC 임을 밝힌다. 

14. 지시 : AB > AC 인 경우에 BD, CE 의 늘임선이 AC 의 늘임선, 
AB 와 사귀는 점을 각각 G, F 라고 하고 3각형의 중간선에 관한 성질 
을 적용한다. AB < AC 인 경우에도 방법은 같다. 

15. 지시: CD 의 늘임선이 AB 의 늘임선파 사귀는 점을 E 라고 하면 
ᅀ ADCeAADE 로 된다. 

16. 지시: 먼저 AE=AF 임을 밝힌다. 다음에 C 에서 ZA 의 2등분선 
에 그은 수직선의 밑점을 P, CP 의 늘임선이 AB 와 사귀는 점을 Q 라 
고 할 때 AE=DP 임을 밝히고 ABCQ 에서 3각형의 중간선에 관한 성 
질을 적용한다. 
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17. 지시: AABC 의 바깥쪽에 바른3각형 ACE 를 만들고 

ACADeACEB 임을 밝힌다. 

18. 지시 : BP 의 늘임선이 AC 와 사귀는 점을 D 라고 할 때 ᅀ ABD 에 
서 AB + AD 〉 BD 이고 APCD 에서 PD + DC > PC 로 된다. 

19. 지시 : 평행4변형 EPDQ 를 만들면 Q 는 AAED 아낙에 있게 된다. 

20. 지시 : DE 와 BC 의 사귐점 을 모라고 한다. 평 행4변형 EDBF 를 만 
들고 BF 〉 BC 임을 밝힌다. 

21. 지시 : C 를 중심 으로 하여 변 AC 가 변 BC 에 겹칠 때까지 
APAC 를 돌렸을 때 정점 P 가 놓이는 점을 Q 라고 하면 ACPQ 는 바 
른3각형이 된다. 

22. 지시 : D 로부터 EF 에 내린 수직선의 밑점 을 G , 직선 GD 와 A 로 
부터 BC 에 내린 수직선과의 사귐점 을 모라고 하면 점 모가 일정한 점 
이다. 

5) 4각형 

① 4각형 의 아낙각의 합 

•4 각형의 네 각의 합은 360°이다. 

• n 각형 의 아낙각들의 총합은 다음과 같다. 

( n -2) xl 80° 

② 제형 

기제형 

• 한 쌍의 맞은변이 서로 평행인 4각형을 제형 
이라고 부론다. 

이때 평행인 두 변을 밑변, 나머지 그립 1-31 

두 변을 옆변이라고 부론다. (그림 1-31) 

• 제형에서 한 옆변에 불은 두 각은 서로 보템각이다. 
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L ) 바론제형 

• 밑변에 불은 두 각이 꼭같은 제형을 바론제형이라고 부론다. 

• 바른제형에서 두 옆변은 같다. 

③ 평행4변형 
-1) 평행4변형 

두 쌍의 맞은변이 각각 서로 평행인 4각형을 평행4변형이라고 부론 
다. 평 행4변 형 ABCD 를 간단히 ◊ABCD 로 표시 한다. 

노) 평행4변형의 성질 

• 두 쌍의 맞은변은 각각 서로 같다 

• 두 쌍의 맞은각은 각각 서 로 같다. 

• 두 대각선은 서로 다른것을 2등분한다. 
c ) 평행4변형이 될 조건 

• 두 쌍의 맞은변이 각각 서로 평행일 때 

• 두 쌍의 맞은변이 각각 서로 같을 때 

• 두 쌍의 맞은각이 각각 서로 같을 때 

- 두 대 각선이 서 로 다른것 을 2등분할 때 

• 한 쌍의 맞은변이 평행이고 같을 때 

④ 등변4각형 

• 네 변이 다 같은 4각형을 등변4각형 이라고 부론다. 

• 등변4각형의 두 대각선은 서로 2등분한다. 


⑤ 직4각형 

• 네 각이 다 직각인 평행4변형을 직4각형이라고 부론다. 

• 직4각형의 두 대각선은 서로 같다. 

⑥ 바른4각형 

• 네 변의 길이 가 다 같은 직4각형 을 바론4각형 이라고 부론다. 

• 바론4각형의 두 대각선은 같고 서로 수직2등분한다. 
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⑦ 바른다각형 

변들이 다 같고 각들이 다 같은 다각형 을 바른4각형 이라고 부론다. 


⑧ 4 각형의 면적 

기) 직 4 각형 

직 4 각형의 면적은 두 이웃변의 길이를 곱한 
적파 같다. 

S=a • b 

i -) 평행4변형 

• 평행 4 변형에서 평행인 두 변 또는 그 연 

장선사이의 거리를 평행 4 변형의 높이라고 부 그림 1_32 

른다. 

이때 평행인 그 두 변을 밑변이라고 부론다. (그림 1一 32) 

• 평행4변형의 면적은 밑변파 높이와의 적파 같다. 

즉 S=ah 

ᅬ 제형 

• 제형에서 두 밑변 또는 그 연장선사이의 거리를 제형의 높이라고 
부론다 • 

• 제형의 면적은 두 밑변의 합파 높이와의 적의 절반파 같다. 

S = I ( a + b)h 

2 

⑨ 제형의 중간선 

•제형에서 두 옆변의 가운데점을 맺는 선분을 제형의 중간선이라 
고 부론다 • 

• 제형의 중간선은 밑변에 평행이며 두 밑변의 합의 절반파 같다. 

6) 문제풀이의 묘리 

[례 1] 4각형 ABCD 의 변 AB 의 가운데점을 M , 다른 변우의 한 점을 
P 라고 하면 2 PM<BC + CD + DA 임 을 증명하여 라. 

(설명) 1) 점 P 가 BC 우에 있을 때 PM 은 AAPB 의 가운데선이므로 
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2 PN<AP + BP 

또한 4 각형의 한 변은 나머지 변들의 합보다 
작다는데로부터 AP<PC + CD + DA 

2 PM<BP + PC + CD + DA=BC + CD + DA 
2) 점 P ' 가 CD 우에 있을 때 BP / <BC + CP , 
AP，<PD + DA 이므로 

2 PM<AP + BP<BC + CP + PD + DA = BC + 



그립 1-33 


CD + DA 

P 가 DA 우에 있는 경우는 1) 의 경우와 마찬 
가지 로 증명 한다. 

[례到 4 각형 ABCD 에서 ZACB, ZADB 의 2 등 
분선 을 긋고 그 사귐점 을 E 라고 하면 ZCED 는 
ZCAD 와 ZCBD 의 합의 절반파 같다는것을 증 그립 1 -여 

명 하여라. 

(설명) (그림 1-34) 

ZADE=ZEDP=a, ZACE=ZECB= j3 , 스0£乂：=표로 놓자. 
ZDPC 는 AADP, ABCP 의 바깥각 이므로 

ZCAD+2q:=ZCBD + 2j8=ZDPC ① 

한편 오목 4 각형 ECPD 에서 ZDPC=x+a + )3 ② 

①, ②로부터 

2DPC = ZCAD + ZCBD +2 ( a + 公 ) =2x + 2( a + 公 ) 

... 2x=ZCAD + ZCBD 



즉 x =1(ZCAD + ZCBD) 

2 


[례到 한 평행4변형의 두 이웃한 변은 8 cm , 
3 cm 이다. 이 평행4변형의 큰 변에 붙어있는 두 
각의 2등분선은 그에 대한 변을 3개의 부분으 
로 나눈다. 각 부분의 길이를 구하여라. 

(설명) 그림 1—35 의 ◊ ABCD 에서 AB = 
3 cm , BC =8 cm 라고 하고 ZB 와 ZC 의 2등분 



그림 1一35 
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선이 변 AD 와 사귀 는 점을 각각 E , F 라고 하면 
ZAEB=ZEBC (평행직선의 엇각) 

ZEBC=ZABE (조건) 

ZAEB=ZABE 
즉 AE = AB =3 cm 

마찬가지로 DF = DC =3 cm 임을 알수 있다. 

EF =8-3 • 2= 2 cm 

련습문제 

1. 볼록다각형의 아낙각의 합이 1 440°이면 이 다각형의 변의 개수는 
( ) 이다. 

① 6 ② 8 ③ 10 ④ 12 

2. 볼록다각형의 아낙각에서 뾰족각은 ( ) 개보다 많을수 없다. 

① 2 ② 3 ③ 4 ④ 5 

3. 볼록다각형의 n 개의 아낙각파 한 바깥각의 합은 1 350°이다. 

① 7 ② 8 ③ 9 ④ 10 

4. 평행4변형에서 두 대각선파 변들에 의하여 생기는 3각형들가운데 
합동인 3각형은 ( ) 쌍 있다. 

① 2 ② 4 ③ 6 ④ 8 


5. 직4각형의 두 변의 길이가 15, 25이고 한 아낙각의 2등분선의 길 
이를 두 부분으로 나눈다. 이때이 두 부분의 길이는 각각 ( )이다. 

① 12.5, 12.5 ② 15, 10 ③ 16, 9 ④ 18, 7 


6.그림 1_36에서와 같이 2개의 변의 길이가 1인 바른4각형 
ABCD 와 PQRS 가 있다. 만일 점 모가 바른4각형 ABCD 의 두 대 
각선의 사귐점 O 와 일 치하는 경 우에 두 바론4각형 의 겹 친 부분의 
면적은 ( ) 이다. 




32 




그림 1-36 그림 1-37 


7. 그림 1一38에서 4각형 AEFC 는 등변4각형 이다. 

이 때 ZACF 의 크기 는 ZF 의 크기 의 ( ) 이다. 

① 4배 ② 5배 ③ 6배 ④ 7배 

8. 그림 1 — 39 의 4각형 ABCD 에서 AC=BC 이고 점 M , N 은 각각 
AD , BC 의 가운데 점 이 다. 이 때 그림 의 AEFG 는 ( ) 이다. 

① 바론3각형, ② 직3각형 
③ 2등변3각형 ④ 직2등변3각형 



9. 그림 1—39 의 ◊ABCD 에서 BC =2 AB 이고 보은 AD 의 가운데점이 
다. 이때 ZEMD 는 ZAEM 의 ( ) 배이다. 

① 5 ② 4 ③ 3 ④ 우의 답은 모두 틀림 

10. 한 볼록 n 각형의 아낙각의 합이 720°이다. 

그러면 이 다각형의 대각선의 개수는 _이다. 


11. 4각형에서 한 아낙각의 두 변이 다른 한 아낙각의 두 변파 각각 서로 
수직이고 이 두 각의 크기의 비가 3:2이다. 그러면 이 두 각가운데서 큰 각 
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의 크기는 


이다. 


12. 그림 1—40 에서 ZA + ZB + ZC + ZD + 

ZE = _이다. 

13. 2등변3각형 ABC 에서 AB = AC =10, 
ZA =30° 이 다. 

밑변 BC 의 임의의 점 P 에서 AC , AB 에 A 

내린 수직선의 밑점을 각각 E , F 라고 할 때 
PE , PF 의 크기는 _이다. 

14. 그림 1一41의 바른4각형 ABCD 에서 B 

BC=BE 이다. 이때 PQ+PR 는 BD 의 _배 



이다. 


그립 1-41 


15. 바른제형에서 한 밑각이 45°, 높이가 h , 중간선이 m 이면 이 제 

형의 두 밑변은 각각 _이다. 

16. 제 형 ABCD 에서 AD // BC , AB=AD + BC 이 고 CD 의 가운데 점을 

보이라고 할 때 ZDAM =50° 이면 ZABC 의 크기는 _이다. 

17. 평행4변형 ABCD 의 대각선 AC 에 평행인 직선이 AB , BC 와 각 
각 점 E , 묘에서 사귀고 DA , DC 의 연장선파 각각 G , H 에서 사귄다 
면 EG=FH 임 을 증명하여 라. 

18. AABC 의 변 AB , BC 의 가운데점을 각각 E , F 라고 하고 AC 에 
AG = GH=HC 되 게 두 점 G , H 를 정 하였다. EG 와 FH 의 사귐점 을 
D 라고 하면 4각형 ABCD 는 평 행4변형임 을 증명하여 라. 

19. 평행4변형 ABCD 에서 2 AB = AD , 직선 AB 에 AE = AB=BF 되 
게 점 E , F 를 잡고 EC 와 FD 의 사귐점 을 G 라고 하면 ZEGF=ZR 임 
을 증명하여 라. 
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20. 평행 4 변형 ABCD 의 정점 A , B , C , D 및 대각선의 사귐점 O 에서 
이 평행4변형파 사귀지 않는 직선 표구에 그은 수직선의 밑점을 각각 A p 
B 1； C ” 머 및 여라고 하면 AA 1 + CC 1 = BB 1 + DD 1 임을 증명하여라. 

21. 평행4변형 PQRS 의 네 정점이 ◊ABCD 의 매 변우에 있다. 이 두 
평행4변형의 대각선은 한 점을 지난다는것을 증명하여라. 

22. 직4각형 ABCD 의 변 BC 의 점 P 를 지나며 대각선 AC 에 평행인 직 
선을 그어 AB 와 사귀는 점을 Q , 대각선 BD 에 평행인 직선을 그어 CD 와 
사귀는 점을 R 라고 하면 PQ+PR 는 일정하다는것을 증명하여라. 

23. 직3각형 ABC 의 직각의 정점 A 에서 변 BC 에 높이 AD 를 그었다. 
ZB 의 2등분선이 AC , AD 와 사귀는 점을 각각 E , G 라고 하고 묘에서 
BC 에 높이 EF 를 그으면 4각형 AGFE 는 등변4각형임 을 증명 하여 라. 

24. AABC 의 변 AB , AC 를 각각 한 변으로 하여 바른4각형 ABDE , 
ACFG 를 3각형의 바깥쪽에 그리고 A 에서 BC 에 높이 AH 를 그었다. 
HA 의 늘임선이 EG 와 사귀 는 점을 보이 라고 하면 보은 EG 의 가운데점 
이 라는것 을 증명하여 라. 

답 

1.③ 2.② 

7.② 8.③ 

12. 180° 13. 5 

16. 80° 

17. 지시 : 4각형 ACFG 와 ACHE 는 AC 를 함께 가지는 평행4변형 

임 을 고려한다. 

18. 지시 : BD 와 AC 의 사귐점을 O 라고 하고 4각형 BHDG 가 평행 
4변형임 을 먼저 증명한다. 


3.③ 4.① 5.② 6.② 

9. ③ 10. 9 11. 108° 

14. — 15. m + h , m-h 

2 


19. 지 시 : CE , DF 가 각각 ZC , ZD 의 2등분선 임 을 증명 한다. 
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20. 지시 : 제형의 두 옆변의 가운데점들을 맺는 선분은 두 밑변의 합 
의 절반파 같다는 성 질을 리용한다. 

21. 지시 : 4각형 AQCS 와 ARCP 가 평 행4변형 임을 증명 한다. 

22. 지시 : AB 의 연장선파 RP 의 연장선과의 사귐점 을 Qi 라고 하고 
PQ = PQi , RQizDB 임 을 증명한다. 

23. 지시 : ZAEG=ZAGE, AABGeAFBG 임을 증명한다. 

24. 지시 : HA 의 늘임선에 점 자을 AN=BC 되게 정하고 

ᅀ ABCeAEANeAGNA 임을 밝힌다. 

7) 원 

① 원둘레와 원 

기) 원둘레 

평면에서 한 점 O 로부터 일정한 거리 r 에 있 
는 점 전부의 모임을 중심 O, 반경 r 인 원둘 
레라고 부론다. 그 

원둘레의 두 점을 맺는 선분을 활줄, 원둘 
레의 중심을 지나는 활줄을 원둘레의 직경이 
라고 부론다. 

직경은 활줄들가운데서 가장 크며 반경의 2배와 같다. 

두 끝점을 가진 원둘레의 부분을 활등이라고 부론다. 

끝점 이 B, C 인 활등을 BC 와 같이 표시한다. ( 그림 1-42) 

1 - ) 원 

원둘레와 그 아낙으로 된 도형을 원이 라고 부론다. 

② 원둘레의 대칭성 

원둘레는 축대칭도형이다. 중심을 지나는 모든 직선이 대칭축으로 
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된 다. 

원둘레는 그 중심 에 관한 점대칭도형 이 다. 

원둘레는 그 중심을 회전중심으로 하는 임의의 회전이동에 의해서 자 
기자체로 넘어간다. 

③ 활줄에 수직인 직경 

• 활줄에 수직인 직경은 활줄을 2등분한다. 

• 활줄의 수직 2등분선은 원의 중심 을 지난다. 

• 활등(원둘레의 일부분)을 포함하는 원둘레의 중심구하기 는 활등우 
에 세 점 A , B , C 를 찍고 활줄 AB , BC 의 수직2등분선을 그으면 그 
사귐점 이 원둘레 의 중심 으로 된 다. 


④ 원파 직선 

기 ) 원둘레 와 직선의 자리관계 (그림 1_43) 



사귀는 경우 접하는 경우 

(d(o, tt)<r) (d( o. c =r) 


그림 1-43 



떨어져있는 경우: 

(d(o, fl)>r) 


i -) 원둘레와 접선 

• 원둘레의 접선은 접점에 그은 반경에 수직이다. 

• 원둘레의 한 점을 지나며 그 점에 그은 
반경 에 수직인 직선은 원둘레에 접한다. 

• 원둘레의 한 점에서 원둘레에 접하는 
직선은 오직 하나뿐이다. 

• 원밖의 한 점에서 그은 두 접선의 
길이는 같고 두 접선사이의 각은 그 점 
파 중심 을 지 나는 직선에 의하여 2등분된 
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그립 1-44 



렇■■혈 


⑥ 원파 다각형 

-1) 내접 다각형파 외 접원 (그림 1-47) 

다각형의 모든 정점이 한 원둘레에 놓일 때 다각형은 그 원에 내접 
한다고 말하며 원둘레 는 그 다각형 에 외 접한다고 말한다. 



그립 1-47 



l ) 외접다각형파 내접원 (그림 1-48) 

다각형의 모든 변이 한 원둘레에 접할 때 다각형은 그 원에 외접한다 
고 말하며 원둘레는 그 다각형 에 내접한다고 말한다. 
c ) 3각형의 외접원, 내접원, 방접원 
• 3각형의 세 변의 수직2등분선들은 한점에서 사귄다. 

이 점은 3각형의 외접원의 중심으로 된다. 

이 점을 3각형의 외심이라고 부론다. (그림 1一 49) 
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• 3 각형의 세 각의 2등분선들은 한 점에서 사귄다. 

이 점은 3각형의 내접원의 중심으로 된다. 이 점을 3각형의 내심이 
라고 부론다. (그림 1一 50) 

• 3각형의 한 각의 2등분선파 다 
른 두 각의 보탬각의 2등분선들은 한 
점에서 사귄다. 

이 점은 3각형의 한 변파 다른 두 
변의 연장선에 접하는 원의 중심으 
로 된다. 

이 점을 3각형의 방심 이라고 부론 
다. (그림 1 — 51) 

⑦ 원파 각 

기) 원둘레각파 중심각(그림 
1 — 52) 

• 원둘레 의 한 점 에서 나간 두 활줄사이 의 각을 원둘레 각이라고 부 
른다. 

• 원의 중심을 정 점 으로 하는 각을 중심 각이라고 부론다. 

• 원둘레각은 같은 활등에 대한 중심각의 절반파 같다. 

- 직경 에 대 한 원둘레각은 직각이다. 




• 같은 활등에 대한 원둘레각들은 같다. 

1-) 활줄접선각 

• 원둘레의 한 점에서 나간 활줄파 활줄의 한 끝점에서 그은 접선 
사이 의 각을 활줄접 선각이라고 부론다. 
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• 활줄접선각은 같은 활등에 대한 원둘레각파 같다. 


C ) 활형의 각 

한 활줄 ( BC ) 에 의하여 나누 
어진 원의 한 부분을 활형이라 
고 부론다. 

그림 1-53 의 활형에서 
ZBMC 를 활형의 각 또는 
BC 가 품는 각이라고 부론다. 



⑧ 원파 4각형 

• 원에 내접하는 4각형의 맞은각의 합은 180°이다. 

• 맞은각의 합이 180°인 4각형 은 원에 내 접한다. 

• 원에 외접하는 4각형의 맞은변의 합은 같다. 

⑨ 원둘레의 길이와 원의 면적 

• 반경이 r 인 원둘레의 길이 : I =27 tr (7 t =3. 1415492 65-) 

• 반경이 r 인 원의 면적: S =7 tr 2 

• 반경이 r , 활등의 길이가 I ，중심각이 a 인 부채형의 면적은 



360 2 

활등의 길이는 £ = — 

180 

8) 문제풀이의 묘리 

[례 1] 원 O 에서 & = 3:4:5:6이다. 점 A , B , C , 

D 에서 각각 원에 접선을 그어 얻어지 는 4각형 의 아낙각들을 구하 
여 라. 

(설명) ZAOB , ZBOC , ZCOD , ZDOA 는 그에 대한 활등의 길이 
에 비례하므로 


ZAOB = 


360° ^ 3 _ 360° x 3 

3 + 4 + 5 + 6 X _ —18— 


= 60° 
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[례到 뾰족각 ZABC 의 변 BC 우에 한 점 P 가 있다. 
점 P 를 중심으로 하고 변 BA 에서 
길이가 2 cm 인 활줄을 끊어내는 원을 ,ᆻ 

그려라. (그림 1-54) / 

(설명) 그리려는 원이 BA 에서 끊 / 

어내는 활줄을 MN 이 라고 하고 모에 
서 BA 에 그은 수직선의 밑점을 Q 라 、기，’ 

고 하면 QN=QM=lcm 이므로 다음 ^ 

파 같이 그릴수 있다. ^ 一一능 스느 

• 점 모에서 BA 에 수직선 PQ 를 

긋는다. 그림 

• 반직선 BA 에서 QN=lcm 로 되 
는 점 N 을 정한다. 

• P 를 중심, PN 을 반경으로 하는 원을 그리면 이 
원이다. 

이런 원은 BQ 승 1cm 인 경우에만 1 개 그릴수 있다. 
BQClcm 인 경우에는 그릴수 없다. 


그리면 이 원이 그리려는 


[례到 4 분원 OAB 의 반경 OA, OB 를 각각 직경으로 하는 반원을 그 
안에 그렸을 때 빗선을 친 부분 이 산의 면적 이 같다는것을 밝혀라. (그 
림 1-55) 

(설명) 직경이 OA 인 반원에서 면적이 
« 인^형 을 던 의 부분파 선분 OB 활 
등 52, 활등 고로 둘러막힌 도형 때 
서 면적이 b 인 도형을 던 차의 부분인 도 
형 은 합동이다. 

그러므로 임을 밝히자면 반원 

OA 의 면적파 도형 묘의 면적이 같다는것 
을 밝히면 된다. 



OA = R 라고 하면 반 2 원 OA 의 면적은 

나 ① <높) 극요 2 


그림 1一55 
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또한 도형 때 면적은 나아수 

S ,= S 2 즉 a = b 


[례 4] 직3각형 ABC 의 내접원이 빗변 
BC 와 점 T 에서 접하면 BT，CT 는 그 
3각형의 면적과 같다는것을 증명하여 
라. (그림 1-56) 

(설명) BT=BS, CT=CR, AR= 
AS 이므로 

BT = ^(BC + BA - AC ) 



그림 1 一明 


CT=^(CA + CB - AB ) 

BT CT = 士 [5C + (BA - AC )\ [BC - (BA - AC )] = 

= ^ BC 2 -{ BA - AC ^=^ ( BC 2 - BA 2 - AC 2 + 2 BA AC )= 

= 丄.25싶•싶신 = 丄요 S.JC = AABC 의 면적 
4 2 


[례 5] 3각형 ABC 의 아낙중심 O 를 지나 변 …에 평행인 직선이 변 AB, 
AC 와 각각 점 D, 묘에서 사귄다고 하자. 


이때 DE=DB+CE 임을 증명하여라. 

(설명 ) O 가 ᅀ ABC 의 내심 이 므로 ZDBO= 
ZOBC (그림1_57) 

한편 DO//BC 이므로 ZDOB=ZOBC 
ZDBO=ZDOB 즉 DO=DB 
마찬가지로 OE=CE 임을 엄는다. 

... DE=DO+OE=DB + CE 



[례 6] AABC 의 ZA 의 2등분선파 BC 와의 사귐점 을 D 라고 하고 A 에 
서 BC 에 그은 수직선을 AE, 외심을 O 라고 하면 ZOAD=ZEAD 이 
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다. 증명 하여 라. (그림 1_58) 

(설명) AD 는 ZA 의 2등분선이므로 AD 의 
연 장선 과 외 # 파의 사귐점 을 F 라고 하면 
묘는 활등의 @가운데점이다. 

그러므로 OF 丄 BC 
人 OF//AE 
즉 ZF=ZEAD 

한편 OA=OF 이므로 ZF=ZOAD 
... ZOAD=ZEAD 



F 


그립 I 一 58 


[례 7] 원 O 의 직경을 AB 라고 하고 반원둘 
레 AB 우에 두 점 P , Q 를 ZAOP =2 ZBOQ 되 게 정한 다음 활줄 PQ 의 
연장선이 직경 AB 의 연장선파 사귀는 점을 C 라고 할 때 다음것을 증 
명 하여라. 

1) BP=BC 2) AOAP=ABCQ 
(설명) 1) ZBPQ=a 로 표시하면 ZBOQ =2 q : 

고유=2표죠이므로 ZAOP =4 q :, 

ZABP =2 q : P 



ABCQ = ^ BC-QN 


ZAPB=ZR 이므로 OM//BP 


O 는 AB 의 가운데점이므로 BP =20 M 
BC =20 M 

한편 ᅀ OPM 파 AOQN 에서 OP=OQ 
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ZOMP = ZONQ = ZR , ZPOM = = 2 a = ZNOQ 

그러므로 ᅀ OPM 三ᅀ OQN 

... PM=QN 즉 누 AP = QN 

AOAP = 누 AP.OM = QN • 누 BC = ABCQ 


[례到 AB 를 직경으로 하는 원둘레우의 한 
점을 C 라고 한다. ZBAC 의 2등분선이 이 
원둘레와 사귀는 점을 D 라고 하고 점 D 에 
서 AB 에 내린 수직선의 밑점을 E 라고 하면 
AC = AE—EB 임을 증명하여 라. (그림 1-60) 

(설명 ) EA 우에 EF=EB 되게 점 묘를 정하면 
ABDE 三 ADEF ('.• ZE = ZR , EF = EB ) 

ZFDE=ZBDE 

그런데 직3각형 ABD 에서 DE 丄 AB 이면 
ZBDE = ZDAE=ZBCD 
... ZFDE=ZBCD 
AACD 와 AADF 에서 ZCAD=ZDAF (AD 는 ZBAC 의 2 등분선) 
AD 는 공통이다. 

Z ACD = Z ACB + ZBCD=ZR + Z BCD 
ZAFD=ZDEF + ZFDE=ZR + ZFDE=ZR + ZBCD 
ZACD=ZAFD 이므로 AACD=AADF 
AC = AF = AE - EF = AE-BE 
... AC = AE—BE 



[례 9] AABC 의 외접원의 한 점 A 에서 
의 접선이 BC 의 연장선파 사귀는 점을 
P 라고 하면 ZAPB 의 2등분선은 변 AB , 
AC 와 같은 각을 이룬다는것을 증명하여 
라. (그림 1-61) 
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그림 1-61 



(설명) ZAPB 의 2등분선이 변 AB 및 AC 와 사귀는 점을 각각 M , 
N 이라고 하면 ZAMP = ZABP + ZBPM , ZANM=ZPAN + ZAPN 
그런데 ZABP=ZPAN (활줄접선각) 

ZBPM=ZAPN (조건) 

ZAMP=ZANM 

련습문제 

1. 원밖의 한 점 A 에서 원까지의 최대거리는 18 cm , 최소거리는 5 cm 

이다. 그러면 이 원의 반경은 ( ) 이다. 

① 4 cm ② 4.5 cm ③ 5 cm ④ 6.5 cm 

2. 한 직선에 놓여있지 않는 세 점은 한개 
의 원을 결정한다. 그림 1_62에서 결정하는 
원의 개수는 ( )이다. 

① 3개 ② 4개 ③ 5개 ④ 9개 



3. 제형 ABCD 에서 AB // DC , AD = DC = 

CB , ZADC =140° 이다. 

만일 제형밖의 점 묘가 제형의 외접원둘레 
에 있으면 ZAEB 는 ( )이다. (그림 1 — 63) 

① 40° ② 50° 

③ 60° ④ 80° 

4. ᅀ ABC 에서 AB = AC =5 cm , BC =6 cm 이고 A 를 중심으로 하는 한 

원이 BCi 접하면 그 원의 반경은 ( ) 이다. 

① 2 cm ② 3 cm ③ 4 cm ④ 5 cm 



5. AABC 의 세 변이 AB =15 cm , BC =14 cm , AC =13 cm 일 때 A 를 중 
심으로 하는 한 원이 BC 에 접하면 그 원의 반경은 ( ) 이다. 

① 6 cm ② 8 cm ③ 10 cm ④ 12 cm 
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6. 그림 1-64 와 같이 두 동심원에서 큰 원의 활줄 AB 가 작은 원 
파 C , D 에서 사귄다. AB =2 CD 이고 중심에서 활줄 AB 까지의 거리가 
CD 의 절반파 같으면 큰 원파 작은 원의 반경의 비는 _이다. 



7. 그림 1一65에서 원 O 의 반경은 5 cm 이고 CD =8 cm 이다. 
이때 AE - BF = _이다. 


8. 그림 1一的에서 AB =20 cm , CD =12 cm 일 때 직경 AB 의 두 끝점 
A , B 로부터 CD 까지의 길이의 합은 _이다. 



9. 그림 1—67 의 AABC 에서 AC = 6 cm , 
BC =8 cm 일 때 AD 의 길이는 _이다. 


10. 직경이 30 cm 인 원 O 에 한쌍의 
평행인 활줄 AB 와 CD 가 있다. AB = 
18 cm , CD = 24 cm 이면 두 활줄사이의 거 
리는 _이다. 
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그립 1- 明 




11. 그림 1一68에서 빗선을 친 부분의 면적을 구하여라. 

12. 원 O 의 직경 AB 의 늘임선우의 점 C 에서 원 O 에 접선 CD 를 그 

었을 때 이 였다. 활등 에 대 한 중심 각의 크기 를 구 

하여라. 


13. 한 원둘레각의 2등분선은 이 원둘레각에 대한 활등을 2등분하고 
그의 바깥각의 2등분선은 원둘레각의 정점이 놓여있는 활등을 2등분한 
다는것 을 증명하여 라. 

14. AABC 의 ZB 와 ZC 의 2등분선 의 사귐점 을 I 라고 하고 BI 와 
CI 의 연장선이 외접원파 사귀는 점을 각각 D , E 라고 할 때 DI=EI 이 
면 AABC 는 어 떤 3각형인가? 


답 

1. ④ 2.④ 3.③ 4.③ 5.③ 

6. 유、!三 7. 6 cm 8. 16 cm 9. 10 cm 

10. 3 cm 또는 21 cm 11. 12.56 cnf 12. 48°50' 

13. 지시: 같은 원둘레각에 대한 활등은 서로 같다. 한 각의 2등분 
선파 그의 바깥각의 2등분선이 이루는 각은 직각이며 직각에 대한 활 
등은 반원둘레이다. 

14. 지시: 점 I 는 AABC 의 내심, 스£4公 = 로부터 

ZEA 1 = ZAIE 

마찬가지 로 ZDAI = ZDIA 

그런데 EI = 이이므로 4각형 ADIA 는 등변4각형이다. 

따라서 스公 = 스(：이다. 
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2. 도형의 이동 


1) 평행이동 

① 평행이동 

화살표 g 가 주어졌을 때 도형 묘를 화살표의 
방향으로 화살표의 길이만큼 밀어옮기는것을 도 
형 묘의 평행이동이라고 말한다. (그림 1_69) 

② 평행이동의 성질 

기) 화살표와 평행이 아닌 직선은 평행이동 
에 의하여 그와 평행인 직선으로 옮겨간다. 



1-) 화살표와 평행인 직선은 평행이동에 의하여 자기자체로 넘어간다. 


c ) 평행이동에 의하여 선분 
의 길이와 각의 크기는 달라지 
지 않는다. 

s ) 평행이동에 의하여 도형의 
둘레를 따라 돌아가는 방향은 달 
라지지 않는다. (그림 1一 70) 



2) 회전이동 


그림 1-70 


① 회전이동 

도형 묘를 주어진 점 O 를 중심으로, 주어진 
방향으로, 주어진 각만큼 돌려옮기는것을 도 
형의 회전이동이라고 부른다. (그림 1_71) 
이때 점 O 를 회전중심, 각 a 를 회전각, 돌 
아가는 방향을 회전방향이라고 부론다. 
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그림 1-71 



② 회전이동의 성질 
一0 직선은 직선으로 넘어간다. 

1-) 회전 중심을 중심으로 하는 원은 자기 자체로 넘어 간다. 
C ) 선분의 길이와 각의 크기는 달라지지 않는다. 
s ) 도형의 둘레를 따라 돌아가는 방향은 달라지지 않는다. 

3) 축대징이동 

① 축대칭이동 

평면에 직선 £ 이 주어졌을 때 도형 F 를 
직선 £에 관하여 접 어옮기는것을 도형 
묘의 축대칭 이동이라고 부론다. 

이때 직선 £을 대칭축이라고 부론 
다. (그림 1—72) 



그림 1-72 


② 대칭이동의 성질 

기 ) 직선은 직선으로 넘어 간다. 

i _) 대칭축에 수직인 직선은 자기자체로 넘어간다. 

c ) 선분의 길이와 각의 크기는 달라지지 않는다. 

S ) 도형의 둘레를 따라 돌아가는 방향은 반대로 된다. 


③축대칭도형 

어 떤 직선에 관한 축대칭 이동에 의하여 자기자체로 넘어 가는 도형을 
축대칭도형이라고 부르며 이때 그 직선을 그 도형의 대칭축이라고 부 
른다. (그림 1-73) 




4 )a 대진 이동 


① 점대칭이동 

회전각이 180°인 회전이동을 점대칭이동이라고 부르고 이때 회전중심 
을 대 칭중심 이 라고 부론다. (그림 1—74) 

② 점대칭도형 _ 

어떤 점을 대칭중심으로 하는 점대칭이 

동에 의 하여 자기 자체 로 넘어 가는 도형 
을 점대칭도형이라고 부르고 이때 그 점 
을 그 도형의 대칭중심이라고 부론다. 

바론4각형은 점대칭도형이지만 바론 
3각형은 점대칭도형이 아니다. 

5) 문제풀이의 묘리 

[례 1] 서로 밖에 있는 두 원 O, Oi 파 선분 MN 이 있다. 이 선분에 평 
행이며 또 그와 같은 길이를 가지 는 선분을 두 원둘레사이 에 끼 워라. 

(설명) 구하려는 선분을 
AB 라고 하자. (그림 1-75) 

평행이동 W 에 의 하 
여 점 O 가 02로 넘어 간다 
면 0 2 B=0A 이 다. 그러므 
로 점 묘는 0 2 를 중심으로 
하고 원 O 와 같은 반경을 
가진 원둘레와 원둘레 어의 
사귐 점 이 다. 

만일 두 원둘레 0 2 와 0^1 사귀면 풀이는 2개, 접하면 1개, 떨어져 
있으면 풀이는 없게 된다. 

[례到 한 직선 £ 파 그 량쪽에 점 A,B 가 있다. 직선 £에 정해진 
길이 o 와 같은 선분 MN 을 긋는데 꺾임선 AMNB 를 가장 짧게 하려 



M _ 

그림 1-75 



51 



고 한다. 점 M, N 을 어데 찍어야 하겠는가? 그 점들을 구하여라. (그 
림 1—76) 

(설명 ) 조건에 맞는 점 을 M, N 이 라고 하자. 평 행 이동 이 1 포 에 의해 
서 선분 NB 가 넘어 가는 선분을 NB: 이 라고 하면 
NB=NBi, MN=BiB=a 
... AM + MN + NB=AM+MN + 

+ NBi=a +AM + MB 1 
a 는 일정하므로 AM + MBi^l 가 
장 짧아야 한다. 

그것은 A, M, B^l 한 직선에 놓 
일 때이다. 



[례引 AABC 와 밑변 BC 를 함께 가지며 꼭두점 D 가 BC 에 관하여 
점 A 와 같은쪽에 있는 두 3 각형 ABC 와 
DBC 가 있다. 

AABC 의 면적 =ADBC 의 면적이면 BC// 

AD 이다. 왜 그런가? 

(설명 ) 점 A 와 D 에서 밑변 BC 에 그은 수 
직선을 각각 AM, DN 이라고 하면 B M C N 



AABC 의 면적 = IBC.AM 


그림 1一77 


ADBC 의 면적 = :BC • DN 


그런데 ᅀ ABC 의 면적파 ᅀ DBC 의 면적 이 같으므로 AM=DN 이 고 두 
직선 BC 와 AD 사이의 거리가 갈으므로 BC"AD 이다. 


[례 4] 평행인 두 직선 £,m 사이에 한 점 A 가 있다. 바론 3 각형 
ABC 를 그리 는데 점 B 는 직선 £우에 있고 점 C 는 직선 m 에 있게 
하여 라. (그림 1-78) 

(설명 ) AABC 가 조건 에 맞는 3 각형 이라고 하자. 

회 전이 동 A(_60°) 에 의 해서 C 우 B, C 가 직선 m 우의 점 이 므로 직 
선 m 은 점 B 를 지 나는 직 선 mi 5. 넘어 간다. 
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그리기 : -1) A 에서 m 에 내린 수직선의 밑점 H 를 회전이동 A(_60°) 에 
의하여 H 로 보낸다. 

1-) 점 H 를 지나며 직선 
m 파 60°의 각을 이루는 직선 
mi 을 그린다. 

c ) 두 직선 £파 mi 의 사 
귐점을 B 라고 한다. 

S) 회전이동 A(60°) 에 의 
하여 점 B 에 대웅하는 점 
C 를 구한다. 이때 AABC 가 그리 려는 3 각형 이다. 

[례引 두 원 어, 0 2 파 한 점 A 가 있다. 두 끝점이 각각 원둘레 0 3 , 
0 2 우에 있는 선분을 긋되 점 
A 에 의해서 2등분되게 하여 
라. (그림 1—79) 

(설명) 조건에 맞는 선분 
MN 이 그려졌다고 하자. 

점 A 에 관하여 원 어와 점 
대칭인 원을 0 3 이 라고 하면 
N 은 원둘레 0 2 파 0 3 의 사 
귐 점이 다. 

그리기 : 기) 점 A 에 관하여 
원 어파 점 대칭인 원 0 3 을 그린다. 원둘레 0 2 와 0 3 의 사귐점 을 N 이 
라고 한다. 

1-) 반직선 NA 와 원둘레 Oi 의 사귐점을 보이라고 한다. 

MN 이 구하려 는 선분이다. 

음미 : 원둘레 0 2 와 0 3 과의 사귐 점 이 2개 이 면 풀이 는 2개 , 접하면 
1개, 떨어져있으면 하나도 없다. 

[례 6] AABC 에서 AB〉AC 이면 ZC〉ZB 임을 증명하여라. (그림 
1-80) 

(설명 ) ZA 의 2 등분선 AD 에 관하여 C 와 대칭인 점을 E 라고 하면 
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AB > AC 이므로 묘는 선분 AB 우에 있다. 

AACD 와 AAED 가 AD 에 관하여 서로 대 
칭 이 므로 

ZC=ZAED (축대 칭 이동에 서 겹 쳐 지 는 
두 각 ) 

ZAED 는 ABDE 의 바깥각이므로 
ZAED=ZB + ZBDE (3 각형의 바깥각 
의 성질) 

ZAED>ZB 즉 ZC>ZB 



[례기 직선 a, b 및 씬이 있다. 두 직선 a, b 사이에 끼우는 선분을 
그리되 직선 씬에 의하여 수직으로 2등분되게 하여라.(그림 1-81) 

(설명) 조건에 맞는 선분 AB 가 그어졌다고 
하자. 

점 B 는 £ 에 관한 A 의 대칭 점 이 므로 £ 에 관 
하여 직선 «에 대칭 인 직선 와 직선 b 의 사 
귐점이다. 

그리 기 . 

기 ) 직선 £ 에 관하여 a 와 대칭인 직선 a' 

를 그린다. 직 선 b 와 a' 의 사귐 점 을 B 라고 
한다. 

1-) £ 에 관한 B 의 대칭점 A 를 구한다. 

c) 점 A 와 B 를 맺으면 선분 AB 가 그리려 
는 선분이다. 



련습문제 

1. 그림 1-82 와 같이 직선 I, 원 O 및 선 
분 MN 이 있다. 선분 MN 파 같고 그에 평행인 
선 분 AB 를 직 선 £파 원둘레 O 사이 에 끼우도 
록 하여 라. 


2. 그림 1-83 파 같이 두 원 어, 0 2 와 선분 
AB 가 있다. 원둘레 0“ 0 2 에 각각 꼭두점 C, 
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그립 1-期 



D 가 놓이는 평행 4 변형 ABCD 를 그려라. 

3. 직선 £파 그 한쪽에 두 점 
a 가 있다. (그림 1 一 84) 

직선 £에 두 점 C, D 를 찍는데 
되게 하여라. 

4. 원 어, 0 2 및 점 A 가 있 
다. (그림 1—85) 정각 ZA= 

30° 인 2 등변 3 각형 ABC 를 그리되 
점 묘는 원둘레 어에 있고 점 C 는 
원둘레 02에 있게 하여라. 

5. ZABC 와 그 아낙에 한 점 

보이 있다. 각의 두 변사이에 끼우는 선분 PQ 를 긋는데 그 선분이 점 
보에서 2등분되게 하여라. 

6. 원둘레 O 와 그의 활줄 AB 및 원아낙의 한 점 Mi 이 있다. 점 O 를 
중심 으로 AB 를 회 전이동하여 점 Mi 을 지 나게 하려고 한다. 

① 점 Mi 에 대응하는 활줄 AB 의 점 M 을 구하여라. 

② 활줄 AB 에 대웅하는 도형을 그려라. 

7. 직선 a 와 원둘레 O 및 직선 £ 이 있 
다. (그림 1-86) 

직선 a 와 원둘레 O 에 각각 끝점이 놓이는 
선분을 긋되 직선 £ 에 의해서 수직으로 2등 
분되게 하여라. 

그립 1- 期 

8. ZABC 의 아낙에 두 점 M, N 이 있다. 

변 BA, BC 에 각각 점 P, Q 를 찍되 MP + PQ + QN 이 가장 작아지 
게 하여라. 

9. 원 O 와 그 바깥에 두 점 A, B 가 있다. 원의 직경 PQ 를 긋되 
AP=BQ 되게 하여라. 
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10. ZXOY =50° 와 그 바깥에 점 A 가 있다. OY 에 관한 A 의 대칭점 
을 Ai , OX 에 관한 시의 대칭 점 을 시라고 한다. 어 떤 이 동에 의해서 
점 A 를 점 A 2 로 넘길수 있는가? 

답 

1. 지시: 원둘레 o 를 평행이동 M } 하고 생각한다. 

2. 지시: 원 Ch 을 평행이동 고동하고 생각한다. 

3. 지시: 점 A 를 씬에 평행으로 a 만큼 평행이동시키고 생각한다. 

4. 지시: 회전이동 A (30°) 에 의해서 원 Oi 을 회전시키고 생각한다. 

5. 지시 : 점 보에 관한 B 의 대칭점 Br 을 구한다. 

6. 지시: O 를 중심으로 하고 OMi 을 반경으로 하는 원둘레를 그려 
AB 와 사귀 는 점 을 보이 라고 하면 ZMOMi^l 회 전 각임 을 고려한다. 

7. 지시 : 직선 씬 에 관하여 a 와 대칭인 직선 이을 긋는다. 

8. 지시 : 변 AB 에 관한 보의 대칭점을 Mi , 변 BC 에 관한 N 의 대칭 
점 을 Ni 라고 할 때 직선 MiNiS } 두 변파의 사귐점 이 P , Q 이 다. 

9. 지시: 점 O 에 관한 A 의 대칭점을 시라고 하면 APzAiQ 인데 
AP=BQ 이므로 AtQzBQ 이다. 

따라서 Q 는 AiB 의 수직2등분선파 원둘레 O 와의 사귐점 이 다. 

10. 지시 : 회전이동 0(100°) 
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3. 도형의 닮음 


1) 평행직선에서의 비31[선분 

① 선분의 비 

두 선분을 같은 단위로 졌을 때 그 길이의 비를 간단히 두 선분의 비 
라고 부론다. 


② 평행직선에서의 비례선분 

한 점 o 를 지나는 직선들이 서로 평행인 두 직선파 사궐 때 
기) 점 o 를 지나는 직선들에서 대응하는 선분들은 비례한다. 
즉 그림 1-87 에서 AC // BD 이면 


OA _OC OA _ OC 
~ AB ~~ CD ， ~ OB~~OD 



" OA OC JVU - 

l ) 대웅하는 두 평행선 -y 
분은 점 o 로부터 그 선분들 사，， 
의 대웅하는 끝점들까지의 ' 

선분들에 비례한다. 

즉 그림 1-87 에서 AC // BD 이면 
AC OA AC OC 
~ BD ~~ OB ， ~ BD~~OD 


c ) 두 평행직선에서 대웅하는 선분들은 비례한다. 
즉 그림 1-88 에서 AE // BF 이면 
AC _BD AC _ BD 
~ CE ~~ DF ， ~ AE~^F 
. CE _DF 
'' ~AE~^F 
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S ) (기의 거끌정리) 

한 점 o 를 지나는 두 직선을 다른 두 직선이 자를 때 점 o 를 지나 
는 두 직선에서 대응하는 선 

분들이 비례하면 그 자름선 \/ \ E \ c / 

들은서로평행이다. )(0 上、一方厂 


즉 그림 1 

一88에서 


OA 

_OC 


AB 

_ CD 


OA 

OC 

또는 




~OB 

~OD 


OB 

OD 

또는 

~AB 

— - 이 

CD 1 


2) 닮음도형 


① 중심 닮음변환 

• 평면에 한 점 O 와 정수 k 가 주어졌을 때 

도형 묘의 매 점 모를 반직선 OP 에서 0。= ' 

k • OP 인 점 마로 보내 는 넘 기 기 를 점 O 를 가、、^ 

닮음중심 으로 하고 k 를 중심닮음비 로 하는 그림 1-89\ 

중심닮음변환이 라고 부르고 ( k , O ) 와 같이 
표시한다. (그림 1一 89) 

• 도형 묘를 중심닮음변환 ( k , O ) 에 의하여 도형 心로 넘 겼을 때 
k > l 이면 心은 묘를 k 배로 늘인도형, 0< k < l 이면 心은 묘를 k 배 
로 줄인도형 , k = l 이 면 心은 묘와 일치하는 도형 이 다. 


② 중심닮음변환의 성질 
중심닮음변환에 의하여 

- I ) 닮음중심을 지나지 않는 직선은 그에 평행인 직선으로 넘어간다. 
1-) 닮음중심을 지 나는 직선은 자기자체로 넘어간다. 
c ) 선분은 그에 평 행이거 나 한 직선에 놓인 선분으로 넘어가며 이 
선분의 주어진 선분에 대한 비는 중심닮음비와 같다. 
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S . 각은 같은 크기의 각으로 넘어간다. 


③ 닮음도형 

중심닮음변환에 의하여 도형 묘가 卜로 넘어가면 묘와 心는 닮고 그 
닮음비는 중심닮음비와 같다. 

④ 3각형의 닮음조건 

• 두 3각형은 다음파 같은 경우에 닮았다. 

一0 세쌍의 대웅하는 변의 비들이 다 같을 때 

l ) 두 쌍의 대웅하는 변의 비들이 같고 그사이의 각들이 같을 때 

c ) 두 쌍의 대웅하는 각들이 각각 같을 때 

• 두 직3각형은 다음파 같은 경우에 닮았다. 

-1) 두쌍의 대응하는 변의 비 들이 같을 때(두 쌍의 직각변 또는 빗 
변들과 한쌍의 직각변) 
t _) 한쌍의 뾰족각이 같을 때 

⑤ 닮음도형의 둘레와 면적 

기) 닮은 두 도형의 둘레의 비는 닮음비와 같다. 

1-) 닮은 두 도형의 면적의 비는 닮음비의 두제곱과 같다. 

3) 직3각형에서의 크기관계 

① 직3각형에서의 비례선분 
직3각형 ABC 의 직각의 정점 A 에서 빗 

변 BC 에 그은 수직선의 밑점을 D 라고 하 
면 (그림 1—90) 

ᄀ ) AD 2 =BD • DC 
니 AB 2 =BD • BC , AC 2 =CD • BC 

② 비례중항 

세 선분 a , b , c 에서 a :6 = 6: c ■ 즉 6 2 = ac 일 때 6를 a 와 c 
의 비례중항이라고 부론다. 
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③ 피타고라스정 리와 그의 거끌정 리 

• 직3각형에서 두 직각변의 두제곱의 합은 빗변의 두제곱파 같다. 
즉 직3각형 ABC 에서 ZA =90° 일 때 

BC 2 = AB 2 + AC 2 

• 한 3각형의 한변의 두제곱이 다른 두 변의 합파 같으면 그 3각형 
은 직3각형이다. 

• ᅀ ABC 에서 BC = a , AC = b , 싶公 = c ■라고 하면 
기) ZA ： 뾰족각 국 b 2 + c 2 >a 

i -) ZA ： 무딘각 여 b 2 + c 2 <a 

④ 《황금비》(중말비 ) 

그림 1_91에서 점 M 에 의하여 선분 AB 가 
AM : MB = MB : AB 인 비 로 나누어질 때 선분 A M _? 

AB 는 《황금비〉〉(중말비)로 나누어진다고 _, a| . 

, , , 그림 1_91 

말한다. 

4) 3각형의 아낙각 및 바깔각의 2등분선 

[정리 1] 3각형의 아낙각(바깥각)의 2등분선 
은 그 맞은변을 다른 두 변의 비로 내분(외 
분) 한다. 

즉 그림 1—92 에서 AM , AN 이 각각 ZA 의 
2등분선, 바깥각의 2등분선일 때 
BM _ AB BN _ AB 
근’ H 石 



그림 1-92 


[정리到 (거끌정리) 

3각형의 한 각의 정점에서 나가는 반직선이 맞은변을 다른 두 변의 
비로 내분(외분)하면 그 반직선은 그 각(바깥각)의 2등분선이다. 

5) 원에서의 크기관계 

[정리 1] (가름선에 관한 정리) 한 원에서 두 활줄이 사귀면 그 
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사귐점에서 나누어진 매개 활 
줄의 두 부분의 적들은 서로 
같다. 

[정리到 (거끌정리) 

점 보에서 사귀는 두 선분 
AB 와 CD 가 있다. 

AM • MB=CM • MD 이면 네 점 A , B , C , D 는 한 원둘레 에 있다. 
(그림 1_93) 

[정리到 (가름선파 접선에 관한 정리) 

원밖의 한 점에서 가름선을 그으면 그 
점으로부터 가름선파 원둘레와의 사귐 
점까지 이르는 두 선분의 적은 그 점에 
서 그은 접선의 두제곱파 같다. 

계: 원밖의 한 점에서 가름선들을 그 
으면 그 점 으로부터 매개 가름선이 원둘 
레와 사귀는 두 점까지 이르는 두 선분 
의적들은 같다. (그림 1一94) 

즉' MA • MB = MA X • MB ' = MA 2 • MB 2 = • 

[ 정 리 4] (거끌정 리 ) 

원 O 의 가름선 AB 에서 점 M 을 원밖에 잡고 원둘레에 점 C 를 정하 
였을 때 = 이면 MC 는 원 O 의 접선이다. 

6) 자리길의 mm 

움직이는 점의 자리길은 어떤 조건에 맞는 점들의 모임이다. 

다음의 자리길은 흔히 리용되는 자리길이 다. 

① 한 점 O 로부터 r 만한 거리에 있는 점의 자리길은 원둘레 
O ( r ) 이 다. 

② 일정한 선분 a 를 각 a 로 보는 점의 자리길은 선분 a 를 활줄로 
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하고 각 a 를 품는 활형의 활등이다. (선분의 두 끝점은 제외) 

③ 일정한 두 점으로부터 같은 거리에 있는 점의 자리길은 그 두 점 
을 맺는 선분의 수직2등분선이다. 

④ 각의 두 변으로부터 같은 거리에 있는 점의 자리길은 그 각의 2등 
분선 이 다. 

⑤ 직선 관로부터 «(일정 )만한 거리 에 있는 점의 자리길은 직선 I 
로부터 «만한 거리에 있으며 그에 평행인 두 직선이다. 

도형 묘가 조건 q 를 만족시키 는 점 의 자리길 이 라는것 을 증명 하기 위 
해서는 다음파 같은 두가지를 밝혀야 한다. 

기 ) 조건 q 를 만족시키 는 점 은 도형 묘에 있 다. 

1-) 도형 묘에 있는 점은 조건 q 를 만족시킨다. 

7) 문제풀이의 묘리 

[례 1] 자리표평면에서 자리표원점을 닮 
음중심으로 하고 중심닮음비가 k 인 중심 
닮음변환 ( k , O ) 에 의하여 점 M ( x , y ) 

가 씨(자, ᅬ로 넘 어갈 때 지， 少1를 
자 기에 의하여 표시하여라. (그림 1-95) 

(설명) 점 M , 씨에서 义축에 내린 수 
직선의 밑점을 각각 4 서이라고 하면 
0 A = x , OA l = Xj 

중심 닮음변환의 정 의 로부터 OM x =kOM 

그런데 MA // 이므로 OA x = kOA 
:. x x =kx 마찬가지로 少 1 =切 

[ 례到 자리표평 면에서 점 A (2, 0) 를 닮음중심 이 자리표원점 이고 중 
심닮음비 가 2인 중심닮음변환 (2, 0) 을 실시 하고 O 를 중심 으로 30° 회 
전이동하였다. 점 A 의 넘긴 점의 자리표를 구하여라. (그림 1一 96) 



雜 



(설명 ) 중심닮음변환 (2, 0) 에 의 하여 
점 A (2, 0) 의 넘긴 점을 A'(x', ᆻ)라 
고 하면 

x =kx = 2x2 = 4, y =ky = 2x0 = 0 

... A (4, 0) 

점 A'(4, 0) 를 O 를 중심 으로 하고 30° 

회 전 이 동한 점 을 A (지，少1 ) 이 라고 하면 
OA x = OA 이 므로 

자 = OA x cos a = OA cos 30° =4 x ^- = 2、1 공 

y x = OA x sin a = OA sin 30° =4 x ^ = 2 

4(2々, 2) 

[ 례 3] 두 선분 AB , CD 가 주어졌다. AB // CD , AB 누 CD 일 때 AB 를 
CD 로 넘기는 중심닮음변환을 구하여라. (점 B , D 는 직선 AC 에 관하 
여 같은쪽에 있다.) (그림 1 — 97) 




(설명 ) 두 직선 AC 와 BD 의 사귐점 을 O 라고 하면 AB " CD 이 므로 

OC CD 

k = -=- 

OA AB 

CD CD 

따라서 중심 이 O 이 고 중심 닮음비 가 k = 一^ 인 중심 닮음변환 ( ——， 0) 

AB AB 
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에 의 하여 선분 AB 는 선분 CD 로 넘어 간다. 

만일 직선 AD 와 BC 의 사귐 점을 O 라고 하면 k =-—= - — 

OA AB 

따라서 AB 를 CD 로 넘기 는 중심닮음변환은 닮음중심 이 O 이 고 중심 

닮음비 는 k =-¥ 이 다. 

AB 

중심닮음변환 ( k , O ) 에 의한 점 보의 대응점을 Mi 라고 하면 

• K >0 일 때 시는 직선 OA 우에 있으면서 O 에 관하여 M 파 같은쪽 
에 놓인다. 

이 런 중심닮음변환을 정 의 중심닮음변환이 라고 부론다. 

• K <0 일 때 점 At 는 직선 OM 우에 있으면서 O 에 관하여 M 파 반대 
쪽에 놓인다. 이 런 중심닮음변환을 부의 중심닮음변환이 라고 부론다. 


[례 4] 원둘레 C 와 한 점 A 가 주어졌다. 원둘레 C 의 매 점파 A 를 맺는 
선분을 일정한 비 k 로 나누는 점들로 된 도형이 원둘레임을 증명하여라. 

(설명) 주어진 조건에 맞는 도형을 
(기라고 하자. C 우의 임의의 점을 M , 선 
분 AM 을 비 k 로 나누는 점 을 Mi 라고 하 
면 (그림 1一 98) 

쓰나 

M X M 

AM , _ AM ' _ 1 _ \ _ k 

AM _ AM , + M,M 一 1 i M x M | 1 ~ ITT 
AM X k 



즈 n =a (일정) 

ᄀ AM k + \ 

따라서 도형 (기는 원둘레 C 를 중심 이 A 이 고 중심닮음비 가 k 인 중심 
닮음변환 ( k , A ) 하여 엄은 도형 이다. 그러므로 (기는 원둘레이다. (중 
심닮음변환의 성질에 의하여) 


[례 5] 주어진 3각형 에 내접하는 바론4각형을 그려라. 

(설명) 조건에 맞는 바른4각형을 DEFG 라고 하자. (그림 1-99) 

변 EF 는 BC 우에 놓이며 두 정점 D , G 는 각각 AB , AC 우에 있다 
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고 하자". 

BG 우의 임의의 한 점 G’ 에서 BC 에 평행인 직선이 AB 와 사귀는 점을 
公’, D ' 에 서 BC 에 그은 수직 선의 밑 점 을 E ' 라고 하면 바른 4 각형 DEFG 
co 바론 4 각형 IW ' G ' , DG ' IIDG , 公’公’ H DE , GF ' // GF 이 므로 
서로 중심닮음자리에 있다. 그리고 대응점을 맺는 직선 DD , EE 、 
점 B 를 지 나므로 점 B 는 이 두 바론 4 각형의 닮음중심 이다. 



그림 1-99 그립 1시00 


[례 6] 직 3 각형의 두 직각변은 각각 b, c 와 같다. 직각의 2 등분선의 
길이를 구하여라. (그림 1一 100) 

(설명 ) ᅀ ABC 에서 직각 A 의 2 등분선을 AD=;c 라고 하자. 

D 에서 AC 에 그은 수직선의 밑점을 E 라고 하면 


DE 丄 AC, 


ZDAE= l 이므로 AE = DE = i 


ED _CE 
AB~CA 


이며 


즉 x = 


bc-sjl 
b + c 


x j x 

五-!】 

C b 


ACDE co ACBA 


[례 7] 직 3 각형 ABC 의 뾰족각 묘의 2 등분선파 직각의 정점 C 에서 빗 
변에 그은 수직선 CH, 직각변 AC 와의 사귐점을 각각 E, F 라고 하면 
ACEF 는 2 등변 3 각형임을 증명하여라. (그림 1-101) 

(설명 ) ZBHC=ZBCA=ZR, ZB 는 공통이다. 

... ACBH co ACBA 

ZBCH=ZCAB, ZCEF=ZCBF +ZCAB 
또한 ZCFE = ZCAB + ZABF, 

ZCBF=ZABF (조건) 

... ZCFE=ZCEF 
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그립 1-1 이 



즉 ACEF 는 2등변3각형 이다. 


[례 8] AABC 에서 ZA =2 ZB 이면 같기식 BC 2 = AC(AB + AC ) 가 선 
다는것을 증명하여라. (그림 1一 102) 

(설명) ZA 의 2등분선을 긋고 변 BC 와 사귀는 
점을 D 라고 하면 ZBAD = ZCAD=ZB (조건) 

ZADC=ZBAD + ZB =2 ZB=ZBAC 
... AABC oo AD AC 
또한 ZBAD = ZB 이므로 DA=BD 

BC AB AC 싶公 + 고 C 싶公 + 고 C 



AC BD DC BD + DC BC 


그림 1-102 


bc 2 = ac ( ab + ac ) 


[ 례 9] AABC 의 내 접 원이 변 BC , CA , AB 와 접하는 점 을 각각 X , 
Y , Z 라고 하면 ZY 우에 점 D 로부터 ZD：YD = ZB : YC 되게 하면 DX 와 
ZY 는 수직임을 증명하여라. (그림 1-103) 

(설명) ZD : YD = ZB : YC 를 고쳐쓰면 ZD ： ZB = YD：YC 
또한 ZBZD = ZCYD 이다. ABZD co ACYD 

이로부터 ZBDZ=ZCDY (1) 

한편 BZ ： BD = CY ： CD , ZB = BX , CY = CX 이므로 BX ： BD = CX：CD 
즉 XD 는 ZBDC 의 2등분선이다. 

ZBDX=ZCDX … (2) 

(1), (2) 로부터 ZXDZ=ZXDY DX 丄 ZY 



的 


그림 1-104 



[례 10] 4각형의 매 정점으로부터 그 정점을 지나지 않는 대각선에 수 
직선을 긋고 그 사귐점을 차례로 맺아서 엄은 4각형은 주어진 4각형파 
닮았다는것을 증명하여라. 

(설명) 그림 1一104에서와 같이 ZBHC = ZBGC=ZR 
즉 네 점 B , H , G , C 는 한원둘레우에 있다. 

... ZHGB=ZHCB 

마찬가지로 A , H , E , 묘는 한원둘레우에 있으므로 ZHED=ZHAB 
AHEG co ABAC 
마찬가지 로 AHFG co AADC 이며 

AB BC AC CD AD AC 

EH HG EG GF EF EG ' 

AB _ BC _ CD _ DA 

~eh~Hg~^f~Te 

또한 ZA = ZE , ZB = ZH , ZC = ZG , ZD=ZF 
4 각형 ABCD co 4 각형 HEFG 


[례 11] AABC 의 아낙의 한 점 P 를 지나며 BC , CA , AB 에 평 행인 
BI CE AG 

직선 DE , FG , HI 를 그으면 ᄑ+ 777 + —^=1임을 증명하여라. (그 
BC LA An 

림 1 — 105) 

(설명 ) BC // DE , CA//FG 이므로 ZB = ZADE , ZA=ZDGP 


... AABC co A GDP 
^ DP _GD 

" : n 


그런데 DP=BI 이므로 


BI GD 

元 = 1 … ⑴ 


한편 DE//BC 이므로 
AG 


CE 

~CA 


DB 

~AB 
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BI CE AG _GD DB AG _ GD + DB + AG _ AB 
5C ~CA ~AB~^B ~AB ~AB~ AB ~^B 


[례 12] 원에 내접하는 6 각형 ABCDEF 의 세 대각선 AD, BE, CF 들 
AB CD EF 


이 한 점 모에서 사귀면 
1-106) 

(설명) AABP 와 AEDP 에서 
ZAPB=ZDPE, ZBAP=ZDEP 
(활등에 대한 원둘레각) 

즉 AABP co AEDP 이므로 
AB _ PA 
~DE~^E 
마찬가지 로 ABCP co AFEP 로부터 

쁘 = 뜨 … ⑵ 

EF PE CD PC 

ACDP co AAFP 로부터 — = — … (3) 

FA PA 

(1). (2), (3) 식으로부터 




(1) 


=1 임을 증명하여라. (그림 



AB CD EF _ AB EF CD _ PA PE PC 

玉石 


[ 례 1 引 원 에 내 접하는 4 각형 ABCD 에 서 
맞은변들의 적의 합은 두 대각선의 적파 같 
다. 즉 AB CD + BC AD = AC BD 
증명 하여 라. 

(설명) 그림 1 — 107 에서와 같이 ZBAE= 
= ZDAC 되 게 점 묘를 BD 에 정 하면 ZABD= 
= ZACD (활등 에 대한 원둘레각)이므로 
A ABE co AAED 



D 


... AB：AC =BE：CD 


秘 


그립 1 시 07 



즉 AB CD = AC BE … (1) 

또한 ZBAC = ZEAD , ZADB = ZACB 이므로 
A ABC 이 AAED ... BC：ED = AC：AD 
즉 BC • AD = AC • ED -(2) 

(1) + (2) 로부터 

AB-CD + BC • AD = AC(BE + ED ) = AC • BD 

[례 14] 바론 7 각형의 한 변의 길이를 a , 서로 같지 않은 대각선들의 

길이를 b , c 라고 하면 丄+ | = 丄임을 증명하여라. (그림 1 — 108) 
c b a 

(설명) ZDAE=ZEAF (같은 활등에 대한 
원둘레 각) 

ZADE=ZAED ( AADE 는 2등변3각형이 
므로) 

AE 와 DF 의 사귐점 을 H 라고 하면 
AADE , ADEH , 

AAHF 는 서로 닮은 2등변3각형 이다. 

A ¥= b , AD = AE=c 라고 할 때 
AH = AF =6 이 므로 EH = c - 公 
DH = DE=a 이므로 FH =6 -a 

AADE co ᅀ AHF 이므로 AD：AH = DE ： HF , c:b = a :( b - a ) 



... ab + ac = be 


이 식의 두 변을 a 必 c 로 나누면 



[례 15] 직3각형 ABC 의 직각의 정점을 A 라 
고 하고 변 AC 우의 한 점을 모라고 한다. 
점 A 에서 직선 BP 에 그은 수직선파 점 B 에 
서 빗변 BC 에 그은 수직선이 사귀는 점을 
Q 라고 하고 직선 AC 와 BQ 가 사귀는 점을 
R 라고 하면 AP : PC=QR : RB 임 을 증명 하 



的 


그림 1-109 



여라. (그림 1-109) 

(설명) 점 A 에서 빗변 BC 에 평행인 선을 긋고 BP 의 연장선파 사 
귀는 점을 D 라고 하면 AP ： PC = AD：BC (1) 

AQ 丄 BD , AR 丄 BA , QR 丄 DA (조건)이므로 
AAQR co ABDA (한 3각형을 한 점을 중심으로 하여 90°회전하면 
대응변들은 서로 평행으로 된다. ) 

따라서 QR：AD = AR：BA 

A RAB 와 ARBC 에서 ZR 는 공통, ZBAR=ZRBC 이므로 
A RAB co ARBC AR：BA = RB：BC 
... QR：AD = RB：BC 
즉 AD：BC = QR：RB (2) 

(1), (2) 로부터 AP：PC = QR：RB 

[례 16] 원에 서로 사귀지 않는 두 활줄 AB , CD 가 있다. AB 에 대한 
중심각은 120°이고 CD 에 대한 중심각은 90°이다. 점 보은 활줄 AD 와 
BC 의 사귐점이다. AAMB 와 ACMD 의 면적의 합이 lOOcnf 일 때 이 두 
3각형의 면적을 각각 구하여라. (그^1一 110) 

(설명) ZBAM=ZDCM (활등 &에 대 
한 원둘레각) 

ZAMB=ZCMD 이므로 

AAMB co ACMD 
AAMB _ AB 2 
ACMD ~ CD ^ 

원의 반경을 R =1 이라고 하면 
닢公 = S,CD = W 이므로 

AAMB _ 3 
ACMD ~ 2 

i = = |, ACMD = 40 (cffl , 

ᅀ^ ■ = 100-40 = 60 ( erf ) 
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[례 17] AABC 의 변 AB , AD 의 가운데점을 각각 E , F 라고 하고 
BF 와 CE 와의 사귐점을 G 라고 하면 AGEF 의 면적은 AABC 의 면적 
파 어떤 관계에 있는가? (그림 1一 111) 

(설명) CF=FA 이므로 ACBF = AABF , ACGF=AAGF 
A CBF - A CGF = A ABF - A AGF 
즉 AABG=ACBG 
마찬가지 로 ACAG = A BCG 

ACOB = ^ AABC -(1) 

3 1 
한편 AFGE coABCG , EG=-CG 


AFGE EG ' 


： ={ GC 


) 2 = ( 


즉 AFGE = — AABC -(2) 
12 



[례 18] 평행 4 변형 ABCD 의 정점 A 를 지나는 임의의 직선을 긋고 
이 직선이 대각선 BD 와 직선 BC 및 DC 의 연장선파의 사귐점을 각 
각 E , F , G 라고 하면 EB 2 : ED 2 = EF:EG 이다. 증명하여라. (그 
림 1-112) 

(설명 ) AEAB co AEGD 이므로 ᅀ EAB = 五公 2 (1) 

AGED ED 1 


EF _ ADEF 

디른해 O 記 

그런데 ADEF = AEAB 이므로 
(1), (2) 로부터 

EB 2 ： ED 2 = EF：EG 


EF _ AEAB 
_ AGED 


( 2 ) 
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그림 1-112 


그립 1-113 




[례 19] AABC 의 변 BC 우에 한 점 P 를 지나서 AB , AC 에 평행으로 
그은 두 직선파 AB , AC 로써 둘러싸인 평 행4변형 의 면적파 AABC 의 
면적의 비를 8:2로 하려고 한다. 점 P 를 어디에 정해야 하겠는가?(그 
림 1_113) 

(설명) 점 P 에서 AB 및 AC 에 평행으로 그은 직선이 다른 변파 사귀 
는 점을 각각 Q , R 라고 하면 AABC od ARBP oo AQPC 
BC = a , BP = x , PC = 少로 놓으면 


ARBP _ x 2 AQRC _ y 2 
AABC _구’ AABC 군 


평행 4 변형 ARPQ = A ABC - ARBP - AQPC = (1 - X + / ) AABC 

a 

평행 4 변형 ABCD：AABC = 8:25 

... i ?+/ 一 8 

느 1 厂-五， 

;c + 少 = a 에서 少 = a-;c 를 웃식 에 넣 으면 
25 x 2 -25 ax + 4 a 2 =0 


사 2 뷴 2 


25 ±7625-400 25±15 4 1 

x = - a =- a, X, = —a, x 7 = —a 

50 50 1 5 2 5 

따라서 점 P 는 변 BC 를 5등분한 점 가운데 점 B 또는 점 C 에 가까운 
두 점중에서 어느 한 점을 정하면 된다. 
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[례 20] 바른제형 ABCD (AD//BC, AB=CD) 에서 
고 C 2 = 싶公 2 + 公 C • 요 D 임 을 증명 하여 라. (그림 1 一 114) 

(설명) A,D 에서 BC 에 수직선 AM, DN 을 그으면 
직3각형 AMC 에서 AC 2 = AM 2 + MC 2 
직 3각형 ABM 에 서 AM 2 = AB 2 _ BM 2 

AC 2 = AB 2 + MC 2 - BM 2 = AB 2 + (MC + BM){MC - BM ) = 
= AB 2 + BC (BN - BM ) = AB 2 + BC • MN = AB 2 + BC • AD 



그림 卜 114 그립，시 15 

[례 21] AABC 에서 ZA =90°, Z 公 = 15°, JC = 50 cm 일 때 빗변 
CB 의 길이를 구하여라. (그림 1-115) 

(설명 ) AABC 에서 ZA = 90°, 乂8 = 15 0 이 므로 ZC = 75° 

이 제 Z 公 C 公 = 15ᄋ되 게 반직선 CD 를 긋고 이 반직선파 BA 의 사귐 점 
을 D 라고 하면 ZDCA = 75° -15° = 60°, ZCDA = 30° 

• BD = CD = 2 AC = 100 > AD = CD = 5QyJ 국 

2 

BC = ^AC 2 + AB 2 =^50 2 + ( l 00 + 50 V 3) 2 니20 000 + 10 000>/3 
= 100^2+73 


[례 2 到 3각형을 한변에 평행인 직선에 의하여 면적이 같은 두 부분 
으로 나누어라. (그림 1一 116) 

(설명) AABC 에서 변 BC 에 평행인 선분 DE 가 면적을 2등분하였다 
고 하면 AADE oo AABC 


AADEg 면적 - AD 2 _ 1 
AABC 의 면적 _ AB 2 _ 2 
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그러므로 다음과 같이 할수 
있 다. 

먼저 AB 의 가운데점 보에서 
AB 에 세운 수직선과 AB 를 직 
경으로 하는 반원둘레를 그려 
그 사귐점 을 G 라고 한다. 

다음에 AB 우에 AD = AG 인 점 
D 를 정하고 D 를 지나 BC 에 평 
행인 직선을 그으면 이것이 구 
하려는 직선으로 된다. 



그림 1-116 


[ 례2引 직4각형인 종이 

ABCD 를 AP ( P 는 변 BC 우의 점 )를 축으로 하여 접었을 때 묘가 DC 의 
가운데점 묘와 겹쳤다. BP : PC 를 구하여라. (그림 1一 117) 

(설명 ) AB = a, BC = b, BP = x 라고 하면 


똬ᅮ 이， 여이므, 2 

ep 2 -pc 2 =ec\ 세이 2 ,) 2 x = ^ +b2 ) 



公 P : PC = 2:1 
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그립 1-117 





[례 24] AABC 에서 AB=15cm, 
AC=20cm 이다. ZB 의 2 등분선 
BD 와 ZC 의 2 등분선 CE 와의 사귐 
점을 보이 라고 할 때 BM:MD 를 구 
하여 라. (그림 1 一 118) 


(설명) ABCD 에서 


BM BC 


MD CD 


ᅀ ABC 에 서 


AB _AD _AC-CD _ 5 
5 C _ CD _ — CD — _ To 



그립 1-118 


AC=20cm 이므로 


20 -CD 15 

CD ~Io 


CD=8cm, 


BM：MD=10：8=5：4 


[ 례 2 引 직 3 각형 ABC 의 직 각 A 의 2 등분선 파 빗 변 파의 사귐점 을 D, 


점 D 에서 AB 에 그은 수직선의 밑점을 E 라고 하면 
임을 증명하여라. 


石 n 나균 


(설명) 그림 1 — 119 와 같이 AAED 에서 ZEAD=ZEDA 이므로 
AE=ED 


ED BE AB — AE 
ED//AC 이므로 元 = 五 = 1 一 

^ ED AE AE ED , 

AC AB AB AC 

rrn fn 

그런데 AE=ED 이므로 — + — = { 
AB AC 

111 

즉-1-= - 

AB AC ED 



그림 1-119 
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[례 26] AABC 의 변 BC, CA, AB 의 길이를 각각 «, b , c ■라고 하 
고 정각 A 및 그 바깥각의 2등분선이 변 BC 와 사귀는 점을 D 및 E 라 
고 할 때 선분 DE 의 길이를 a , b , c ■로 표시하여라. (그림 1-120) 



[례 27] AABC 의 내심을 G 라고 하고 AG 의 늘임선파 변 BC 와의 사귐 
AG AB+AC 

점을 D 라고 하면 — = ———임을 증명하여라. (그림 1 — 121) 

(설명 ) AABC 에서 BG 는 ZB 의 2등분선이므로 
AG _ AB ( 1 ) 

DG BD BD DC 

또한 AD 는 ZA 의 2 등분선 이므로 — = — 
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BD DC BD + DC _ BC 
~ AB ~^ C ~ AB +AC ~ AB +AC 


AB _AB + AC 
~BD~ — BC — 


( 2 ) 


(1), (2) 로부터 AG_ = AB + AC 
DG BC 


[례 28] AABC 에서 ZA 의 2 등분선이 변 BC 와 사귀는 점을 D , 선분 
AB BP 

AD 우의 임의의 점을 모라고 하면 안같기식 ᅮ가 선다는것을 


증명하여 라. (그림 1-122) , D 

AB _ BD 

(설명) AD 는 ZA 의 2 등분선이므로 ~ AC = ^C (1) 

C 를 지나며 AD 에 평행 인 직선이 BP 의 연장선파 사귀는 점을 E 라고 

하면 쁘 = 쓰 (2) 

DC PE 


ZPEC = ZBPD , ZPCE=ZDPC 

이제 AB 우에 고 C = 고되게 점 C 를 정하면 AAC ' P^AACP 


이 로부터 ZC'PD = ZCPD , 

점 C 는 선분 AB 우에 있으므로 
ZBPD < ZC'PD 
ZPEC<ZPCE 
즉 PE > PC 

쓰 < 프 (3 ) 

PE PC 
(1), (2), (3) 으로부터 

AB BP 
~AC K 



그림 1 시 22 
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[례 29] 원에 내접하는 2 등 
변 3 각형 ABC 의 밑변 BC 우의 
임의의 점 D, 묘가 있고 AD, 
AE 의 연장선이 원둘레와 사귀 
는 점을 각각 K, L 이라고 하 
면 AD • AK = AE • AL 임 을 증 
명 하여라. 

(설명) 그림 1 —m 에서 
ZABC=ZACB, ZALB=ZACB 
(활줄 AB 에 대한 원둘레각) 

... ZABC=ZALB 
또한 ZBLK=ZBAK (활줄 
BK 에 대한 원둘레각) 



ZALK=ZALB + ZBLK=ZABC + ZBAK = ZADC 
즉 네 점 D, E, L, K 는 한원둘레우에 놓인다. 

... AD • AK=AE • AL 


[례 30 원둘레 O 우의 임의의 점 P 에서 이 원의 직경 AB 에 수직선 


PC 를 긋고 원둘레 P(PC) 와 원둘레 
활줄 RS 는 PC 를 2 등분한다. 증명하 
여라. 

(설명) PC 의 연장선이 원둘레 O , 
원둘레 P 와 사귀는 점을 각각 Q, 
D 라고 하고 RS 와 PC 의 사귐점 을 
보이라고 하자. (그림 1 一 124) 
PD=PC=CQ -(1) 

MP •MQ=MR•MS 
MP • MS=MC • MD 
MP • MQ=MC • MD 
즉 MP(MC + CQ)=MC(MP + PD) 
... MP • CQ=MC • PD (2) 


O 와의 사귐점을 R, S 라고 하면 
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그림 1-124 



(1)，(2) 로부터 MP=MC 

[례 31] 직선도로 AB 의 한쪽에 두그루의 나무 P , Q 가 있다. A 에서 
P , Q 를 최대각 60°로 보고 A 를 지나 2 kra 
의 지점 B 에서 BA 와 30°의 각을 이루는 
방향으로 P , Q 를 한직선에서 보았다. P , 

Q 사이의 거리를 구하여라. 

(설명) ZPAQ =60° 는 직선도로 AB 우 
의 점에서 PQ 를 보는 가장 큰 각이므로 
직선 AB 는 점 A 에서 AAPQ 의 외접원의 
접선이 다. (그림 1 — 125) 

ZBAP = ZQ=a 로 놓으면 
AQAB 에서 ZB + ZBAQ + ZQ =180° 

즉 30° +(60° + a ) +a =180°, a =45°, ZBPA =105° 

이제 P 에서 AB 에 수직선 PH 를 그으면 
AAPH , ABPH 에서 AH = PH , BP =2 PH 

AH=;c 라고 하면 BH =2- jc , PH=x 

BP = 나 ( 2 _xf + x 2 = J2x 2 -4x + 4 
••• \ j 2 x 2 - 4 x + 4 = 2 x 

두 변을 두제곱하고 정돈하면 2x 2 +4x-4 = 0 
즉 x = y / 3 -l BP = 2x = 2(S-l) 

BA 는 접선， BPQ 는 가름선 이므로 BP ， BQ = BA 2 
5 公 = 기로 놓으면 
2(^3-1)^ = 4, y = ^ j 3 +l 

PQ = BQ_BP = 3 _^>« Y 3 ( km ) 
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련습문제 

1. 정점들이 아무런 4각형의 정점파 일치하는 4개의 무게중심은 주어 
진 4각형파 중심닮음인 도형 을 만드는데 닮음비 가 | 파 같다는것 을 증 
명 하여 라. (이 때 대 응하는 중심 을 4각형 의 무게 중심 이 라고 부론다. ) 

2. 중심이 O 인 원둘레와 점 A 가 주어졌다. 원둘레우의 임의의 점 
묘와 A 를 맺는 직선이 ZAOB 의 2등분선파 사귀는 점 보은 일정한 도 
형우에 있다. 증명하여라. 

3. 반원안에 바론4각형을 그리되 두 정점은 직경우에, 다른 두 정점 
은 원둘레우에 놓이도록 하여라. 

4. 주어진 부채형 OAB 에 내접하는 바론4각형을 그리되 그 두 정점은 
활등우에 있고 다른 두 정점은 각각 OA, OB 우에 있게 하여라. 

5. 평행4변형 ABCD 의 대각선 AC 우에 임의의 점 P 를 지나는 직선 
파 AB, BC, CD, DA 또는 그 연장선과 사귀는 점을 각각 K, L, M, 
N 이 라고 하면 PK • PL=PM • PN 임 을 증명 하여 라. 

6. 두 밑변이 a , 6이고 작은 옆변이 c 인 직각제형이 주어졌다. 대 
각선의 사귐점에서 길이 c 인 밑변까지의 거리 및 작은 옆변까지의 거 
리 를 구하여 라. 

7. 한 정 점 을 공통으로 가지 는 AABC 와 AA ' B ' C ' 가 닮으면 AABB 
와 AACC ' 도 역 시 닮았다는것 을 증명 하여 라. 

8. 반원의 직경을 BC, 원둘레우의 임의의 점을 A 라고 하고 AB 우 
의 임의의 점 P 로부터 BC 에 내린 수직선의 밑점을 D, DP 의 연장선 
파 원둘레와의 사귐점을 Q, CA 의 연장선파의 사귐점을 R 라고 하면 
PQ 2 =DP DR 이 다. 증명 하여 라. 
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9. 바른 4 각형 ABCD 가 있다. 변 CD 와 AD 의 가운데점을 각각 E, 
F, 직 선 BE 와 FC 의 사귐점 을 보이 라고 하자. ABMC 의 면적 은 바른 
4각형의 면적의 |임을 증명하여라. 

10. 3 각형의 높이는 밑변을 36cm 와 14cm 의 두 부분으로 나눈다. 주 
어진 3 각형의 면적을 2 등분하는 밑변에 수직선을 그었을 때 이 수직선 
은 3 각형의 밑부분을 어떤 부분으로 나누겠는가? 

11. 주어진 선분을 두 부분으로 나누되 그가운데 한 부분이 다른 두 
부분파 주어진 선분의 비례중항이 되게 하여라. 

12. 바른 3 각형 ABC 의 한변 BC 를 빗변으로 하는 임의의 직 3 각형 
PBC 를 그리고 점 P 로부터 변 BC 에 그은 수직선의 밑점을 보이라고 하 
면 AM 2 + MP 2 = BC 2 임 을 증명 하여 라. 

13. 직 3 각형 ABC 의 직각의 정점 A 에서 빗변 BC 에 수직선 AE 를 긋 
고 그 밑점 묘에서 두 직각변 AB, AC 에 각각 수직선 ED, EF 를 그으 
면 싶公 3 : 고 C 3 = 公公 : CF 임 을 증명 하여 라. 

14. 직 3 각형 ABC 의 두 직각변 AB, AC 우에서 임의로 점 D, E 를 각 
각 정 하면 BE 2 + CD 2 = BC 2 + DE 2 임 을 증명 하 여 라. 

15. 제형 ABCD 에서 평행이 아닌 두 변을 AB, CD 라고 하고 AB 의 
길이는 CD 의 길이의 절반이라고 한다. 평행인 두 변 AD, BC 우에 각 
각 한개의 점 K 와 L 을 취하되 AK 를 KD 의 절반, 고을 LC 의 절반이 
되게 하고 K 와 L 을 맺으면 壯은 AB 및 CD 와 같은 각을 이룬다. 증 
명 하여 라. 

16. ᅀ ABC 에서 BC 에 평행인 어떤 직선이 AB, AC 와 사귀는 점을 
각각 E, F 라고 하고 BC 의 가운데점을 D 라고 할 때 DE 가 ZADB 의 
2 등분선 이 면 DF 는 ZADC 의 2 등분선 이 다. 증명하여 라. 
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17. A ABC 에서 ZB 의 2등분선이 AC 와 사귀는 점을 D , ZC 의 2등 
분선이 AB 와 사귀는 점을 E 라고 할 때 BE = CD 이면 AABC 는 2등변 
3각형 이 다. 증명하여 라. 

18. AABC 의 정 각 A 및 그의 바깥각의 2등분선 이 변 BC 및 그의 연 
장선파 사귀는 점ᄒ 각각 P , Q 라고 하고 선분 PQ 의 가운데점을 보이 

라 II 하면 {M 임 을 증명 하여 라. 

[ACJ CM 

19. AABC 에서 ZA 의 2등분선이 BC 와 사귀는 점을 D , BC 의 가운 
데점을 M , AADM 의 외접원둘레가 AB , AC 와 사귀는 점을 각각 P , 
Q 라고 하면 BP = CQ 이다. 증명하여라. 

20. AABC 의 가운데선 AD 또는 그 연장선우의 임의의 점을 P 라고 
하고 AABP , AACP 의 외접원이 변 BC 또는 그 연장선파 사귀는 점 
을 각각 E , F 라고 하면 BE = CF 임 을 증명하여 라. 

답 

1. 지시: 4각형을 ABCD 라고 하고 
대각선 AC , BD 를 그었을 때 얻어지 
는 네개의 3각형 BCD , CDA , DAB , 

ABC 의 무게중심을 각각 P , Q , R , 

S , 변 BC , CD , DA , AB 의 가운데점 
을 각각 E , F , G , H 라고 하면(그림 
1-126) 

ES ： EA=1 ： 3=EP：ED 
SP//DA, SP ： DA=1：3 

마찬가지로 PQ // AB , PQ ： AB =1：3, 

QR//BC, QR ： BC=1：3 
RS//CD, RS ： CD=1：3 
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2. 지시: 그림 1 — 127 에서 OM 이 ᅀ OAB 의 ZO 의 2 등분선이므로 
AM _ OA 

. AM _ OA 
' ' AM + MB ~ OA + OB 
즉 AM _ = OA =k (일정) 

AB OA + OB 

따라서 점 M 은 주어진 원둘레를 중심 
닮음변환 (k, A) 하여 엄은 도형우에 있다. 



3. 지시: 반경이 묘인 반원에 바른 4 각형 
서와다다가 내접하고 정점 4, 솨는 직경 
우에, c 1? 와는 반원둘레에 놓인다고 하 
자. (그림 1 — 128) 

Q , D .7} 반원둘레우에 놓인다는 조건만 
없다면 직경 AB 를 변으로 하는 바론 4 각형 
ABCD 를 그릴수 있다. 

이때 4 각형 ABCD 와 서솨다솨은 닮음 
4 각형이다. 



OA x _ OC x _ OD l _ k 
~OA~~OC^%D~ 


4. 지시: 구하려는 바론 4 각형이 그려 
졌다고 하자. 

EF 의 수직 2 등분선 은 O 를 지난다. 이 
직선을 OX 라고 하면 OX 는 CD 도 수직 
2 등분한다. (그림 1-129) 

따라서 OC=OD 
그러므로 OA, OB 우에 OC ' = OD 
되 게 각각 C , 公'를 정 하고 C , 公， 



그립 1시29 


우에 바론 4 각형 C ’ D ’ E ’ F ’ 를 그리 면 

두 바른 4 각형 CDEF, C ’ D ’ E ’ F ’ 는 O 에 관하여 중심 닮음도형 이 다. 
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5. 지시 : APAKco APCM , APANraAPCL 이 라는데로부터 
이라는것을 밝혀라. 


PK _PN 
~ P & ： ~PL 


6 . 쇼0=0를 직각제형 ABCD 의 큰 
밑변이라고 하자. 

대각선의 사귐점 N 에서 AD=a 및 
지의 거리를 x 및 少라고 
하면 AAMN 띠 AABC , ANPD oo 
ABAD 로부터 

少 _ ᄌ ᄌ _ a ~y 

be c a 



그림 1-130 


즉 ; c , 기 를 구하면 된다. (그림 1一 130) 


7. 지시 : MBC oo ᅀ义公亡’이므로 
ABAC = ZB ’ AC ’ 

이로부터 ZBAB ' = ZCAC ' 

, AB AC 보 AB ’ 
그리고 i = Z 로부터 元 = 

이다. (그림 1 — 131) 



8. 지 시 : 직 3각형 BDQco 직 3각형 RDC 로 
부터 (그림 1-132) DB DC = DQ DR 
직3각형 BDQ co 직3각형 QDC 로부터 
DQ 1 = DB • DC 
우의 두 식으로부터 증명된다. 
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그림 1-132 



9. 지시: A BMC co ABCE 에 의하여(그림 
ABMC _ BC 2 _ BC 2 
ABCE ~ BE 2 ~ CE 2 + BC 2 
바른 4 각형 ABCD 의 면적을 1 이라고 할 때 

, ABMC 4 

BC=1 이고 -= 一 

ABCE 5 

여기서 ABCE 의 면적은 4각형 ABCD 의 면 


이로부터 A 公 MC = 7(4 각형 ABCD) 



10. 지시: AADB 와 AADC 는 높이가 같으 
므로 (그림 1 — 134) 


AADB _ 36 _ 18 
AADC _ 14 _ T 


_ 교 


한편 AADB co AEGB 이므로 


그림 1시34 



선편 = ■■ = 쁘에서 BG 를 구한다. 

■ B X ^BC BGl 
2 


11. 지시: 주어진 선분의 길이를 a , 구하려는 부분을 x 라고 하면 
x 2 = a { a - x ) 

x 를 구하면 x = 

이 두번째 풀이 는 조건 에 맞지 않는다. X를 그리 려 면 두 직 각변의 
길이가 각각 f 와 « 인 직3각형의 빗변에서 f 만큼 떼버리면 된다. 
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12. 지시: (그림 1_135) 변 BC 의 가운데점을 N 이라고 하자. 

먼저 NP = BN 임을 밝히고 AAMN 파 APMN 에서 피다고라스정리를 
리 용한다. 



13. 지시: 그림 1-136 에서 AB 2 = BE - BC , 


BE BD 

ᅀ EBD 와 ᅀ FEC 에서 — = — 


AB 2 BE _BD 
AC 2 ~^ C~^F 


FE // AB 이 므로 


AB _EF 
~ AC~CF 
(1) 과 (2) 를 변끼리 곱한다. 


••(13 

-( 2 ) 


AC 2 = EC-BC 


14. 지시 : ᅀ ABC 와 AADE 에서(그림 1 — 137) 

AB 1 + AC 2 = BC 2 ， AD 2 + AE 2 = DE 2 
이 두 식을 변끼리 더하고 AABE 와 AADC 에서 
AB 2 + AE 2 = BE 2 , AD 2 + JC 2 = C 公 2 임을 고려 한다. 
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15. 지시: 점 K 를 지나 AB 및 DC 에 평행인 직선을 그어 BC 와 
의 사귐점 을 G , H 라고 한다. (그림 1-138) 

보 G = 요 8 = 丄 0 幻 = 丄及分 
2 2 

KG _ 1 
'' ^H~2 

한편 LG = LB-GB = LB-KA = 

= ^ BC-^AD = ^( BC - AD ) 

LH = LC-HC = LC-KD = - BC--AD = -( BC - AD ) 

3 3 3 V ’ 



17. 지시 : BC = a , CA = b , 닢公 = c 라고 하자. (그림 1-140) 
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그립 1-140 




계 2 장 용간도형 


1. 직선과 평면 

1) 공리와 계 

[공리 1] 직선의 두 점이 평면에 놓이면 직선은 그 평면에 완전히 놓 
인다. 

[공리 2] 한 직선에 놓이지 않는 세 점을 지나는 평면은 있으며 다만 
하나 있다. 

[공리引 두 평면이 하나의 공통점을 가지면 그 평면들은 그 공통점 
을 지나는 한 직선에서 사귄다. 

(계 1) 직선과 그밖의 한 점을 지나는 평면은 있으며 다만 하나뿐이다. 
(계 2) 사귀는 두 직선을 지나는 평면은 있으며 다만 하나뿐이다. 

(계 3) 평행인 두 직선을 지나는 평면은 있으며 다만 하나뿐이다. 

2) 공간에서 두 직선 

① 공간에서 두 직선의 자리관계(그림 2-1) 



af|b={M} ay/b aOb=<f), a/< b 


그림 2-1 

② 어기는 두 직선사이의 각 

a , b 가 어기는 두 직선일 때 공간에 임의의 한점 O 를 지나며 &"及、 
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b / A / 인 두 직선 a ' 。를 긋자. 이때 두 직선 ‘와 닛가 이루는 뾰족 
각(또는 직각)을 어기는 두 직선 a 와 b 사이의 각이라고 부론다. 어기 
는 두 직선사이 의 각이 직각일 때 그 두 직선은 수직 이라고 말한다. 


③ 어기는 두 직선사이의 거리 

• 어기는 두 직선에 각각 수직이고 서로 사 
귀는 선분의 길이가 어기는 두 직선사이의 거 
리 이 다. 

• 어기는 두 직선사이의 거리는 점으로부터 
직선까지의 거리 또는 평면까지의 거리로 바꿀 
수도 있다. 

• 어기는 두 직선사이의 거리는 그림 2_2와 같이 얻을수 있다. 

a 와 b 가 어 기는 두 직선이라고 하자. 

기. b 와 사귀며 a // a ' 인 직선 ‘를 긋고 b 와 ‘가 결정하는 평면을 
a 라고 한다. 

1-. 직선 a 의 점 A 에서 a 에 그은 수직선의 밑점을 B 라고 하고 묘를 
지나 乂에 평행인 직선을 그어 b 와 사귀는 점을 D 라고 한다. 

c . D 를 지나 새에 평행인 직선을 그어 a 와 사귀는 점을 C 라고 한다. 

이때 선분 CD 의 길이가 어기는 두 직선 a 와 b 사이의 거리이다. 

3) 공간에서 직선과 평면 



① 공간에서 직선과 평면의 자리 관계(그림 2-3) 

- I . 직선이 평면에 놓이는 경우 

직선파 평면은 적어도 2개의 공통점을 가전다. 



놓이는 경우 사귀는 경우\ 평행인 경우 

aca aOa={Ml a // a 

그립 2-3 



1-. 직선과 평면이 사귀는 경우 

직선파 평면은 적어도 1개의 공통점을 가전다. 

C . 직선파 평면이 평행인 경우 

직선파 평면은 공통점을 가지지 않는다. 

② 직선파 평면의 평행조건 및 평행파 관련한 정리들 

[정리 1] 평면 a 에 놓이지 않는 한 점을 지나며 a 에 놓인 한 직선 
b 에 평행 인 직선 a 는 평면 a 에 평 행이다. 

[정리到 직선 a 가 평면 a 에 평행일 때 a 를 지나는 평면 )3 와 a 와 
의 사귐선 b 는 a 에 평행이다. 

[정리引 서로 평행인 두 직선을 각각 지나는 두 평면의 사귐선은 주 
어진 두 직선에 평행이다. 

[정리 4] 한 직선 c 에 각각 평행인 두 직선 a , 느는 서로 평행이다. 

③ 직선파 평면의 수직 

-1. 정의 

직선 씬이 평면 a 의 모든 직선에 수직일 때 직선 씬과 평면 a 는 수 
직 이 라고 말하고 씬 丄 a 와 같이 표시한다. 

평면에 수직인 직선을 그 평면의 수직선, 평면파 사귀면서 수직이 아 
닌 직선을 그 평면의 빗선이라고 부론다. 

한 평면에 수직인 직선 또는 빗선이 그 평면파 사귀는 점을 수직선 
또는 빗선의 밑점 이라고 부론다. 

1-. 직선과 평면의 수직조건 및 수직과 관련한 정리들 

[정리 1] 평면 a 와 사귀는 직선 관이 평면 a 에 놓여있는 사귀는 두 
직선 a , b 에 각각 수직 이면 직선 씬 은 평면 a 에 수직 이다. 

[정리到 한 점을 지나 주어진 평면에 수직인 직선은 있으며 다만 하 
나뿐이 다. 

[정리引 평행인 두 직선가운데서 한 직선에 수직인 평면은 다른 직 
선에도 수직이다. 

[정리 4] 두 직선이 한 평면에 수직이면 이 두 직선은 서로 평행 
이다. 

[정리引 서로 평행인 두 평면가운데서 하나가 어떤 직선에 수직이면 
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다른 평면도 그 직선에 수직이다. 

세 직선의 정리와 그의 거끌정리 

[정리 1] 평면에 놓이면서 그 평면의 빗선에 수직인 직선은 그 빗선 
의 평면에 대한 바론사영에도 수직이다. 거꾸로 평면에 놓이면서 빗선 
의 바론사영에 수직인 직선은 그 빗선에도 수직이다. 

S . 직선파 평면사이의 각 

평면 a 의 빗선 씬 이 평면 a 에로의 씬의 바른사영 r 와 이루는 뾰족 
각 0를 직선 씬과 평면 a 가 이루는 각이라고 부론다. 

씬이 a 와 수직일 때에는 £이 a 와 이루는 각이 직각이다. 

4) 공간에서 두 평면 

① 공간에서 두 평 면의 자리관계(그림 2-4) 



② 두 평면의 평행조건과 평행파 관련한 정리들 
[정 리 1] 한 평면 a 에 놓이 는 서 로 사귀 는 두 직선 a , b 가 다른 평 
면 )3 에 평행이면 그 두 평면은 평행이다. 

[계] 한 평면의 사귀는 두 직선이 다른 평면의 사귀는 두 직선에 각 
각 평행이면 이 평면들은 평행이다. 

[정리到 평행인 두 평면 a 와 선가 각각 다른 한 평면 r 와 사귀면 그 
사귐선들은 서로 평행이다. 

[정리引 평면밖의 한 점을 지나며 그 평면에 평행인 평면은 있으며 
다만 하나뿐이다. 

[정리 4] 평행인 두 평면사이에 끼인 평행선분들은 다 같다. 
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[정리引 점 O 에서 사귀는 두 직선 a , b 와 점 O 7 에서 사귀는 두 직 
선 a r , b r 가 있다. 이때 a // a , b / A / 이면 a , b 가 이루는 각파 a ' 
닛가 이루는 각은 같다. 

③ 2면각 

• 한 직선으로부터 나가는 두개의 반평면으로 된 도형을 2면각이 
라고 부론다. 여기서 공통직선을 2면각의 모서리, 반평면을 2면각의 
면이 라고 부론다. 그리 고 모서 리 가 AB 이 고 두 면이 a, )3 인 2 면각 
을 〈〈2 면각 aABj3» 또는 간단히 〈〈2 면각 AB 》 라고 부론다. 

• 2면각의 모서리의 한 점 C 에서 그 모서리에 수직인 반직선들을 각 
면에 그었을 때 이 두 반직선이 만드는 각을 2면각의 평면각, 그 크기 
를 2면각의 크기라고 부론다. 

④ 두 평면의 수직 

두 평면이 사궐 때 생기는 2면각의 평면각을 두 평면사이의 각이라 
고 부론다 • 

두 평 면사이 의 각이 직 각일 때 두 평 면은 서 로 수직 이라고 부론다. 

두 평면 a , )3 가 수직이라는것을 a 丄 j 3 와 같이 표시 한다. 

[정 리 1] 평면 a 에 수직 인 직선을 지 나는 평면 )3 는 a 에 수직 이다. 

[정리 2] 두 평면 a , )3 가 수직일 때 그 한 평면 a 의 한 점 A 에서 
평면 선 에 그은 수직선은 평면 a 에 포함된다. 

[정 리引 평면 a 에 수직 인 두 평면 公, r 의 사귐선 AB 는 평면 a 에 
수직 이 다. 

5) 문제풀이의 묘리 


공면，공선과 관련한 문제 

[례 1] 두 직선 人，八 이 어기고있 
다. 직선 八 우의 점 Aj , A 2 , …을 지 
나 관 2 에 평 행 인 직 선 a. v a 2 , …을 그 
었을 때 a lt a 2 , …들은 한 평면에 놓 
인다는것을 증명하여라. 
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그림 2-5 



(설명) ai // fi2 , a 2 // S. 2 , a 3 "£ 2 , …이므로 ai // a 2 // a 3 - 
ai , a 2) a 3 은 한개의 평면을 결정하므로 그 평면을 a 라고 하자. (그 
림 2-5) 

Aiea , A 2 ea 이므로 £ iCa 

만일 a 3 이 평 면 a 에 놓이 지 않는다고 하자. 

a 3 " ai 이므로 a 3 // a 

이것은 asAJh ^ A ：!} 에 모순된다. a 3 〔 a : 

마찬가지로 a 4 Ca , a 5 Ca , …임을 증명할수 있다. 
ai , an, a 3, …은 모두 한 평면에 놓인다. 

[례到 H 1, £ 2 이 어기는 직선이라 

고 하자. 2 丄우에 점 \， A 2 , … 이 있 
고 £ 2 우에 점 Bj , B 2 , …있다고 할 때 
선분 시와, A 2 B 2 ，…의 가운데점 M ” 

M 2 ，…들은 한 평면에 있다는것을 증 
명 하여 라. (그림 2-6) 

(설명 ) 선분 A t B r A 2 B 3 , A 3 B 4 , …의 
가운데 점 들을 각각 N lt N 2 , N 3 , … 이 라 
고 하면 M ^// & 2 , M 2 N 2 // H 2 

M 2 N 2 은 한개의 평면 a 를 

결정 한다. 

이 제 M 3 , M 4 ，… 들이 모두 a 에 놓인다는것 을 증명 하자. 

만일 M 3 이 a 에 놓이 지 않는다고 하자. 

N 2 M 3 // I i°l 므로 n 2 m 3 // n 1 m 2 
N 2 M 3 //a 

이것은 1^1/10!={1상}에 모순된다. 

N 2 M 3 〔 a 
즉 M// a 

마찬가지 로 M 4 , M 5 ，… 이 모두 a 에 있다는것 을 증명 할수 있다. 

M v M 2 , M y …은 모두 한 평면에 놓인다. 

[례引 바른 6 면체 ABCD-Ai^qi^ 에서 Aq 파 평면 AgD 의 사귐점 
P 는 BD 에 수직인 직선우에 놓인다는것을 증명하여라. (그림 2-7) 
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(설명) AC 의 가운데점을 O 라고 하면 
평면 ACC 1 A i nA 1 BD=A 1 0, PSAC” 
PSAiBD 이므로 PSAiO 이다. 

A^BD 는 바른 3 각형이 므로 Ap 丄 BD 
즉 P 는 DB 에 수직인 직선우에 있다. 

[례 4] 한 평면에 놓이지 않는 세 직선이 
둘씩 서로 사귀면 이 세 직선은 한 점 에서 
사귄다는것을 증명 하여 라. (그림 2-8) 
(설명) 한 평면에 놓이지 않으며 둘 
씩 서로 사귀는 세 직선을 각각 a , b , 
c 라고 하자. a 와 b 가 결정하는 평면을 
a 로, b 와 c , a 와 c 가 결정하는 평면을 
각각 7, 沒라고 하자. 
aAb = {아이라고 하면 Oea 이므로 Oe 公 
또한 oeb 이므로 Oer 

人 O 는 전와 T 의 공통점이다. 

OSC 

즉 a , b , c 는 한 점에서 사귄다. 

(다른 방법 ) anb ={0}, a 와 b 가 결정 
하는 평면을 a 라고 할 때 c 가 점 O 를 지 
나지 않는다고 하자. (그림 2-9) 
anb ={0 / }, bnc ={0"} 라고 하자. 
그러면 分근 a , 0 "ea 
... cC a 

이것은 세 직선 a , b , c 가 한 평면에 
놓이지 않는다는데 모순된다. 

a , b , c 는 한 점 O 에서 사귄다. 







그립 2-9 


공간에서 두개의 기본도형에 관한 문제 

바른6면체 , 공간4각형 은 공간에서 의 기 본도형이 다. 

이 기본도형들의 점, 선, 면사이의 관계는 공간기하의 기본개념을 파 
악하는데서 매우 중요하다. 
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[례 1] 바른6면체 ABCD— 시과이머의 모서리의 길이가 a 일 때 다음 
것 을 구하여 라. 


1) 기. 요시와 BC/f 이의 각 1-. A# 와 티0사이의 각 

c. BD 와 Aq 사이의 각 H. 81) 1 와 AC 사이의 각 

ᄆ. ⑷와 평면 ACCV、 사이의 각 

H. 묘머와 평면 BCC#! 사이의 각 

2) I. 쇼시와 Bq 사이의 거리 1-. 시파와 Bq 사이의 거리 

c . DB 와 사이의 거리 S . 파로부터 CqAi 까지의 거리 

ᄆ. 과로부터 쇼戶이까지의 거리 
(설명) (■그림 2-10) 


1) "I. AA'/B^ 이므로 ZBjBC^ 

45° 가 구하려 는 각이다. 

l . AilV/^C 이 므로 ZDA^ 가 구서 
하려 는 각이다. 

A^D 는 바른3각형이 므로 ZDAjB= 
=60° 이다. 

c. BIV4 AC! 는 서로 사귀는데 
그 사귐점 을 보이 라고 하면 
ᅀ MAB 에서 AB=a, 

V3 , 

MA=MB= — a 이므로 
2 



Z AMB = 2arcsin 


V3 


(또는 arccos—) 
BD# Aq 가 이루는 각은 


2arcsin - 또는 7T— 2arcsin 


2arcsin 

V3 


V3 


S . DE^i 평면 ABCD, DB 丄 AC 이므로 E^B 丄 AC 
즉 BD^ AC 사이 의 각은 90° 이 다. 

ᄆ. BD1AC, BD 丄 이므로 BD 丄 평면 ACC ^ 


96 




AC 丄 BO {아라고 하면 ZBCp 는 
6다와 평면 ACqAi 가 이루는 각이다. 

、厄 

직 3각형 BOCVfl 서 公0 = ja, 
公/조 a 이 므로 ZBC 1 O=30° 
(다른 방법 ) 

BC^DC^ DO=BO 이므로 

1 1 

ZBC 1 0=-ZBC 1 D=- • 60° =30。 
H. 머이丄평면 BCqB! 이므로 
，。卞어는 BE^ 파 평면 BCqBj 가 



이 루는 각이다. 「 

즉 Z Z'Sq = arctan 산— 


2) 기. AB 丄쇼시와 AB 丄 Bq 이므로 AB 가 쇼시와 Bq 사이의 거리이 
다. (그림 2-11) 

AB=a 

1-. BiCiA#。 과(3丄 Bq 이므로 ^CnBCf {아이라고 하면 Bp 가 
구하려는 거리이다. 

BP= 스느 

2 

c. 평면 A t DB// 평면。의미이므로 두 평면사이의 
다. (그림 2-12) 

머에서 평면 A t DB 까지 거리를 h 라고 하면 

厂 D 세과 — _「 B - A ' D、D 이 므로 ~ hS^ A BD = 궁幻 과다/) =〉 

S. BpiA。 타0丄 qC 이므로 과0丄평면 식必3_다. 

따라서 Bp 가 구하려는 거리이다. 


거리를 구하면 된 





n . AAgC/f 바론 3 각형 이고 이 므로 과의 

AApC 에 대 한 사영 모는 AA ' C 의 무게 중심이 다. 

따라서 B ” 는 구하려는 거리이다. (그림 2-13) 

B'H = 公公 ! sinZg 公公 = y^a 




그림 2-12 

(다른 방법 ) 

과에서 평면 쇼卞이까지의 거리를 h 라고 하면 
V b 1 - abc 1 = ••• ~ hS AABCi =- aS AABiCi => h = —a 


[례到 공간 4 각형 ABCD 에서 AB , BC , CD , DA 우의 점들을 각각 E , 
F , G , H 라고 할 때 

1) AB 와 FG 가 어긴다는것을 증명하여라. 

2) EH 와 FG 의 사귐점을 O 라고 할 때 
O 는 BD 우에 있다. 

3) E , F , G,H 가 각각 가운데점이면 
BD // 평면 EFGH , 

AC // 평면 EFGH 

4) AB = BC = a , AD = DC = b , BD = m , 

ZADC = a 일 때 AC 丄 BD 임 을 증명 하고 평 
면 ABC 와 평면 ADC 가 이루는 2면각의 크기를 구하여라. (그림 2-14) 
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(설명) 

1) 만일 AB 와 FG 가 어기는 직선이 아니라고 하자. 

AB 와 FG 가 한 평면 a 에 있다고 하면 A , B , F , Gea 이다. 

B , F , G 가 결정 하는 평면은 BDC 이므로 a 는 평면 BDC 와 일치 한다. 
AE 평면 BDC 

이 것 은 ABCD 가 공간4각형 이 라는데 서 모순된 다. 

2) EHAFG = {아라고 하면 OEEH , OS 평면 ABD , OSFG , 

OS 평면 BDC 이므로 O 는 평면 ABD 와 평면 BDC 의 공통점 이다. 

OSBD 

3) E , F , G , H 가 각각 AB , BC , CD , DA 의 가운데점 이므로 
EH // BD , FG // BD , EF // AC , HG//AC 

EFGH 는 평행4변형이다. 

즉 BD // 평면 EFGH , AC // 평면 EFGH 

4) (그림 2-15) AC 의 가운데점 을 보이 
라고 하면 BM 丄 AC , DM 丄 AC 이므로 
AC 丄평면 BDM 이다. 

AC 丄 BD 

ZDMB 는 평면 ABC 와 평면 ADC 가 이 

루는 2면각의 평 면각이다. 

AM = bsin — 이 므로 
2 

BM =、 la 2 - AM 2 = 
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귀뮤법들 리용하는 문제 

[례 1] 직선 a 와 평면 a 가 평 
행 이 고 AS a 일 때 A 를 지 나 
며 a 에 평행인 직선은 반드시 
평면 a 에 놓인다는것을 증명하 
여라. 

(설명) 점 A 를 지나며 a 에 평 
행 인 직 선 a ' 가 a 에 놓이 지 않 
는다고 하자. (그림 2—16) 

a//a 이므로 a 와 점 A 가 결정 
하는 평 면을 公라고 하자. 

a 와 )3 가 점 A 를 지나는 직선 b 에서 사귄다고 하면 a//b 이다. 

그러므로 점 A 를 지나는 두 직선 a ' 느는 a 에 평행이다. 

이것은 한 점을 지나며 한 직선에 평행인 직선은 하나밖에 없다는데 
모순된다. 따라서 점 A 를 지나며 a 에 평행 인 직선은 a 에 있다. 



[례到 직선 a 가 평면 a 와 수직이면 점 A 에서 사귄다. 직선 b 도 평 
면 a 와 수직 이며 점 B 에서 사귄다. 이때 a // b 임을 증명하여 라. (그 


림 2-17) 

(설명) 만일 a 와 b 가 평행이 
아니라고 하자. 

점 B 를 지나며 a 에 평행인 직 
선을 ‘라고 하고 乂와 b 가 결 
정하는 평면을 )3, a A )3= BC 라 
고 하자". 

a 丄 a 이 므로 a'ia 
a'iBC 



한편 조건에 의하여 b 丄 BC 이다. 

이것은 평면의 한 점을 지나며 그 평면에 수직인 직선은 하나밖에 없 
다는데 모순된다. 


... a//b 
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[례引 한 점을 지나며 주어진 직 
선에 수직인 평면은 한개밖에 없 
다는것 을 증명 하여 라. 

(설명 ) AS a, a 丄 a 인 평면 
a 가 하나뿐이라는것을 증명하면 
된다. (그림 2-18) 

먼저 ASa 인 경우를 보자. 

이제 이러한 평면 )3 가 또 있다 
고 하자*. 

즉 /떼 a 丄 公 , a fl )3 =b 
직선 a 를 지나는 평면을 7라고 
할 때 r n a =m, r n j3 =n 이 라고 하자. 
a 丄 a 이 므로 aim, 



a 丄 j3 이 므로 a 丄 n 
결국 한 평면 T 에서 점 A 를 지나 
며 a 에 수직인 직선이 두개 있는것으 
로 되는데 이것은 불가능하다. 

조건에 맞는 평면 a 는 하나뿐 

이다. 

A 安 a 인 경우에도 마찬가지로 증명 
된다. 




[례 4] 한 점을 지나며 한 평면에 평 

행인 모든 직선들은 이 점을 지나며 그 평면에 평행인 평면우에 놓인 
다는것 을 증명 하여 라. 

(설명 ) 주어 진 점 을 A, 주어 진 평면을 a 라고 할 때 A 安 a 이다. 

이제 점 A 를 지 나며 평면 a 에 평 행인 직선들을 a x , a 2 , 이, … 라고 
할 때 이것들이 점 A 를 지나며 평면 a 에 평행인 평면 에 놓인다는것 
을 밝히면 된다. (그림 2-19) 

n« 2 = {A}5. 놓으면 여와 a 2 은 한 평면 公를 결정한다. 
a i//a, a 2 //Q： 이므로 a// 公 이다. 
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이 제 여 숏 沒라고 하자. G 3 을 지나며 평 면 a 와 b 에 서 사귀 는 평 면 
을 r 라고 하자. 

)3 nr =m 이라고 하면 a // j 3 이므로 a 3// b , b//m 
이것은 한 평면 T 에 있으며 점 A 를 지나는 직선 « 3 , m 이 모두 직 
선 b 에 평행이라는것을 보여준다. 이것은 불가능하다. 

人 «3 C 公 

마찬가지로 a 4 , a 5 , …들도 모두 평면 선에 놓인다는것을 설명할수 
있 다. 


[례引 한 직선이 평행인 두 평면가운데 어느 하나와 사귀면 다른 평 
면파도 사귄다는것을 증명하여라. 

(설명) 주어진 직선을 a , 평행인 두 평면을 a , 沒라고 할 때 
ana={A} 라고 하자. 만일 a 와 선 가 사귀 지 않는다고 하면 a C j3 
또는 fl //3 이다. 

한편 이면 Ae 선로 되 는데 이 것은 a //선 에 모순된다. 

만일 «// )3 라고 하자. a 를 지 나며 평 면 a 와 b 에 서 사귀 는 평 면 
T 를 생 각하면 b//)3 이 다. 
anb={A} 이므로 7 H & 

이것은 점 A 를 지나는 두 평면 a 와 T 가 전에 평행임을 보여준다. 
이것은 불가능하다. 

人 직선 a 와 )3 는 사귄다. 

각에 관한 문제 

공간기하에서 가장 중요한 각은 세가지 즉 어기는 두 직선이 이루 
는 각, 평면의 빗선파 그 평면이 이루는 각(선면각), 2면각의 평면각 
이다. 

2면각의 평면각을 구하는 방법에는 두가지가 있다. 

① 2면각의 평면각을 그리고 3각형을 리용하여 구하는 방법 

2면 각의 평 면각을 그리 는 방법 은 세 가지이 다. 

- 1) 정의에 의하여 그리기 

2면각의 모서리의 한 점을 잡고 이 점을 지나며 두 면에 놓이며 
모서리에 수직인 직선을 그리면 그 두 수직선사이의 각이 평면각 
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이다. 

1_) 세 수직선의 정리를 리용하는 방법 
C ) 특수한 평면도형의 성질을 리용하는 방법 
2 등변 3 각형 또는 바론 3 각형의 성질을 리용한다. 


② 공식 COS OC = i 를 리용하는 방법 
S 

a 가 2면각의 평면각이고 S 가 2면각의 한 면에 놓여있는 평면도형의 면적 


이며 分 가 이 도형의 다른 면에 대한 사영의 면적일 때 cos a 


5 ' 


이다. 


[례 1] 직 4 각형 ABCD 가 있다. OA 丄평면 ABCD, OA=l, OD 와 밑면 
ABCD 가 이루는 각이 30°, OB 와 CD 가 이루는 각은 45° 이다. 이때 다 
음것을 구하여 라. (그림 2-20) 

1) 평면 OCD 와 평면 ABCD 가 이루는 각 

2) 평면 OBD 와 평면 ABCD 가 이 
루는 각 

(설명) 주어진 조건으로부터 
ZOBA=45°, ZODA=30°, 

OA=l 이므로 AB=1, AD=V3 

1) OA 丄 평면 ABCD, AD 丄 DC 이므 
로 OD 丄 DC 이 다. 

人 ZODA=30° 7 \ 구하려 는 각이 다. 

2) 점 A 에서 BD 에 그은 수직선의 D& 

밑점을 E 라고 하면 OE 丄 BD 이므로 
ZAEO 가 구하려는 각이다. 



그립 2-20 


직 3 각형 ABD 에서 AE 


AD AB _ y [ 3 , 


tan ZAEO 


BD 


2 


ZAEO= arctan 


2S 


[례到 ZASC=ZBSC=30°, ZASB=45° 인 세 반직선 SA, SB, 
SC 가 있다. 평면 ASC 와 평면 BSC 가 이루는 2 면각의 크기를 구하여 
라. (그림 2-21) 
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(설명) 모서리 sc 우에 한 점 
묘를 정하고 묘에서 SC 에 수직인 
직선이 SA, SB 와 사귀는 점을 
M, N 이라고 하자. 

그러면 2면각의 평면각의 정 
의로부터 ZMEN 이 평면 ASC 와 
평면 BSC 가 만드는 2면각의 평 
면각이 다. 

ZASC = ZBSC = 30° 이 므 로 
ME=NE 이 다. 

81\/1=8자=0로 놓으면 

公 

NE=ME= — 

ASMN 에서 MN 2 =a 2 +a 2 -2a 2 cos45° 

AMNE 에 서 MN 2 =ME 2 +NE 2 —2ME x NE x cosZMEN 
cosZMEN=2V2-3 
즉 구하려는 각은 arcos(2V2-3) 



[례到 4면체 ABCD 에서 BD=>/ 도이고 
나머지 모서 리들의 길이 는 다 a 이 다. 
이때 다음것을 구하여라. (그림 2-22) 

1) 2면각 A — BD-C 의 크기 

2) 2면각 B — AC-D 의 크기 

3) 2면각 A — BC-D 의 크기 
(설명) 



그립 2-22 


1) BD 의 가운데점을 O 라고 하자. 
AD=AB=DC=BC=a, BD=>/L (이므로 


AO 丄 BD, CO 丄 BD, Z DAB =90°, 
ZDCB=90° 


人 ZAOC 가 2면각 A — BD—C 의 크기이다. 


ᅀ AOC 에서 AC=a, 


石 
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ZAOC=90° 

2) AC 의 가운데점을 F 라고 하면 DF 丄 AC, BF 丄 AC, DF=BF= 


s 

=- a 


ZBFD 가 2 면각 B-AC-D 의 크기이다. 

' 2 S V2 

DOF 에서 DF=— «, DO=—a 

si 베 ZSM)) = 이 므로 ZBFD=2arcsin 

3) AO 丄 DB, AO 丄 OC 이므로 AO 丄평면 BCD, O 를 지 나 BC 에 그 


은 수직선의 밑점을 보이라고 하면 AM 丄 BC 
ZAMO 가 2면각 A—BC — ])의 크기이다. 

직3각형 AOM 에서 A . O =^~ a , om=^DC = ^ j - 

ZAMO=arctanV2 

다른 방법 ; AO 丄평면 BCD 이므로 평면 ABC 의 평면 BCD 에 대한 사 
영은 평면 OBC 이다. 



[례 4] 2면각 a—CD — 선의 크기는 45° 이다. A 는 평면 a 에, B 는 
CD 에 있고 ZABC=45° 이다. 

AB 와 평면 )3 가 이루는 각을 구하 
여 라. (그림 2-23) 

(설명》 A 에서 及에 내린 수직 
선의 밑점을 E, 묘에서 CD 에 그은 
수직선의 밑점을 F 라고 하면 
AF 丄 CD 

ZAFE 가 a—CD— 沒의 평면 
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그립 2-23 



각이 다. 

ZAFE=45° 이 고 ZABE 는 AB 와 " 가 이 루는 각이 다. 

AE=a 라고 하면 AF= V2a 
AB= 2a 

직 3 각형 AEB 에서 ZABE=30° 

즉 AB 와 평면 )3 가 이루는 각은 30° 이다. 

[례引 4 면체 OABC 에서 OA, OB, OC 는 둘씩 서로 수직이다. 
ZOBA=45°, ZOBC= 的' 보이 AB 의 가운데점일 때 다음것을 구 
하여 라. (그림 2-24) 

1) BC 와 평면 OAB 가 이루는 각 

2) OC 와 평면 ABC 가 이루는 각 

3) 2 면각 M — OC — B 의 크기 
(설명) OC 丄 OA, OC 丄 OB 이므 

로 OC 丄평면 OAB // \ N. 

1) ZOBC 는 BC 와 평면 OAB 가 / I \、\ 

이 루는 각이다. 

ZOBC=60° 

2) OA 丄 OB, ZABO=45° 

보이 AB 의 가운데점이므로 

OM 丄 AB 
... MC 丄 AB 
즉 AB 丄평면 OMC, 

평면 ABC 丄평면 OMC 
O 에서 MC 에 그은 수직선의 밑점 
을 H 라고 하면 OH 丄평면 ABC 
人 ZOCM 이 OC 와 평 면 ABC 가 이 루는 각이다. 

V2 厂 

OA=a 라고 하면 OM=^_a, OB = a , OC="3 公， 



匕네 = 뿜 = 令 

... ZOCM=arctan 


V6 

6 
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3) OC 丄평면 OAB 이므로 OC 丄 OM 이다. 

또한 OC 丄 OB 이므로 ZMOB 가 2면각 M _ OC — B 의 평면각이다. 
ZMOB =45° 



거리에 관한 문제 

① 점과 점사이의 거리 
두 점을 맺는 선분의 길이인데 보통 

3각형을 리용하여 구한다. 

② 점파 선사이의 거리 
점에서 직선에 그은 수직선의 길이인데 

보통 세 수직선에 관한 정리를 리용한다. 

③ 점파 면사이의 거리 
점에서 평면에 내린 수직선의 길이인데 

이것을 구하는 방법에는 세가지가 있다. 

기. 평면에 대한 점의 사영점을 엄고 
점파 사영점사이의 거리를 구한다. 

체적이 같다는것을 리용한다. 

그림 2 _ 25 에서 V A-BCD = V B-ACD 

도형을 몇개의 부분으로 나누고 그것을 합한것이 처음 도형 
파 같다는것을 리 용한다. 그림 2—26에서 H 가 도형안의 한 점 이면 

Ki-BCD = ^H-ACD + ^H-ABD + ^H-ABC + ^H-BCD 

④ 평면에 평행인 직선과 평면사 
이의 거리 

직선의 한 점에서 평면까지의 거 
리 이 다. 

⑤ 평행인 두 평면사이의 거리 
한 평면의 한 점에서 평면까지의 

거 리 이 다. 

⑥ 어기는 두 직선사이의 거리 
(그림 2-27) 

공통수직선의 길 이 인데 네 가지방 
법이 있다. 
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기. 정의에 의하여 어기는 두 직 
선사이의 거리를 그리고 구한다. 

1-. 보조평면을 리용한다. 

• 어기는 직선가운데서 한 직 
선을 지나며 다른 직선에 평행 
인 평면을 그리면 어기는 두 직 
선사이의 거리는 직선과 평면사 
이의 거리 또는 직선우의 점으로 
부터 평면까지의 거리로 된다. 

• 두개의 어기는 직선들을 각 
각 지나며 다른 직선에 평행인 평면을 그리면 어기는 두 직선사이의 거 
리는 평행인 두 평면사이의 거리로 된다. 

• 어기는 두 직선이 서로 수직일 때에는 한 직선을 지나며 다른 직 
선에 수직인 평면을 그리면 어기는 두 직선사이의 거리는 점에서 직선 
까지의 거리로 된다. 

두 어기는 직선사이의 거리공식을 리용한다. 

어기는 두 직선 a, b 사이의 각을 9, 그것들의 공통수직선 요"의 길 
이를 d, 직선 a 에 A/Ezm 인 점 E-f-, 직선 b 에 AF=n 인 점 묘를 정 



하였 을 때 EF= + m 2 + n 2 ±2 mncosQ 이 다. 

여기서 E, F 가 A" 에 관하여 한쪽에 있을 때 《_》부호를，다른쪽 


에 있을 때 〈〈 +〉〉부호를 취한다. 

[례 1] 평행4변형 ABCD 에서 
AB=a, BC=b, ZABC= a, 
OD 丄평면 ABCD, OD=m 일 때 다 
음것을 구하여 라. (그림 2-28) 

1) O 에서 BC 까지의 거리 

2) O 에서 AC 까지의 거리 

3) D 에서 평면 OBC 까지의 거리 



그립 2-28 


(설명) 

1) D 에서 BC 에 그은 수직선의 밑 
점을 E 라고 하면 OD 丄평면 ABCD 이므로 OE 丄 BC 이다. 
즉 OE 가 구하려 는 거 리 이 다. 


DE = asina 이므로 OE =、 lm 2 + a 2 sin 2 a 
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2) D 에서 AC 에 그은 수직선의 밑점을 보이라고 하면 
ABCD 이므로 OM 丄 AC 이다. 

즉 OM 이 구하려는 거리이다. 

AC 2 = 公 2 + 公 2 - 2 a 公 cosoc 이 므로 


DM= 


1 - 


ab sin a 

、 ja 2 + b 2 一 2 a 公 cosa 


OD 丄 평면 


I 2 a 2 b 2 sin 2 a 

OM =r + a 2 + b 2 -2abcosa 

3) D 에서 OE 에 그은 수직선의 밑점을 H 라고 할 때 BC 丄 OD, 
BC 丄 DE 이므로 BC 丄평면 OBC 이다. 따라서 평면 ODE 丄평면 OBC 이 
며 DH 丄평면 OBC 이다. 

즉 DH 가 구하려는 거리이다. 


OD DE _ masina 
OE 、 lm 2 + a 2 sin 2 a 


[례到 1) 모서리가 a 인 바른 6 면체 ABCD — 식과이머에서 과로부터 
평면 요卞이까지의 거리를 구하여라. (그림 2-29) 

2) 바른 4 각뿔 P—ABCD 에서 밑면의 변의 길이는 a, 옆면파 밑면사 
이의 각은 60° 이다. AD 의 가운데점 M 으로부터 평면 PBC 까지의 거리 
를 구하여 라. (그림 2-30) 


3) 바른 4 면체 ABCD 에 내접 한 구의 중심 을 M, AB=a 일 때 구의 
반경을 구하여라. 


(설명) 


1) A 1 B=BC 1 =A 1 C 1 , BjA^BjC^B^ 

/. 티의 평 면 쇼卞이에 대 한 사영 H 는 ᅀ쇼卞이의 무게 중심이 다. 
ZB 1 BH=arctin I 이므로 'H= 록 -a 


다른 방법; 점 타로부터 지의 거리를 h 라고 하면 
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승/ 7 흑 ( V 2 a )^#；~ a ^- a 2 , 즉 h = 은 a 



그림 2-29 


2) BC 의 가운데점을 N 이 라고 하자. 그러면 BC 丄 MN , BC 丄 PN 이므 
로 BC 丄평면 PMN , ZPNM =60° 이다. 보올 지 나며 PN 에 그은 수직선 
의 밑 점 을 H 라고 하면 MH 는 M 으로부터 평 면 PBC 까지 의 거 리 이 다. 

직3각형 MHN 에서 MH=MN - sin 60 °=sin —a 
2 

다른 방법; M 으로부터 평면 PBC 까지의 거리를 h 라고 하면 
PN = 公 , PO = , ^ M-PBC = Vp_ mc 이 므로 

1/心 2 ) = 네丄 2 ••• 나 

3 2 3 2 2 2 

V 6 

3) 쇼8=£1로부터 4면체의 높이는 1一 a 이다. 

내접구의 반경을 r 라고 하면 ^ 

V a _ bc D = V m _ BC d + Vm _ acd + Vm _ abc + Vm _ abc 이므로 

1 S 2 V 6 1 V 3 2 . . V 6 

- a —— a = -r(A —— a ) .. r=~rr a 

3 4 3 3 ^ 4 ； 12 

[례到 모서리의 길이가 a 인 바른 6 면체 ABCD - A ^ C ^ 에서 다음것 
을 구하여 라. (그림 2-31) 

1) BD ^ AC 사이의 거리 

2) BjCj , BD / f 이의 거리 
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(설명) 

1) AC 丄 BD , AC 丄 DC )! 이므로 
AC 丄 평면 DBDj 

AE ^ DB 에서 O 를 지나 E ^ B 에 그은 수 Ai 
직선의 밑점을 H 라고 하면 OH 는 AC 와 
D # 사이의 거리이다. 

직 3각형 E ^ DB 에서 OH = ja 

2) ^ Cy / BC 이므로 ^ C // 평면 DjBC 
과이와 평면 I ^ BC 사이의 거리는 어기 A 



는 직선 과이와 E ^ B 사이의 거리이다. 


그립 2-31 


과로부터 평면 E ^ BC 까지의 거리를 h 라 


고하면 11 11 

V^bc = V Di _ mc 이 므로 - K - a ^ ld ) = -«(- a 2 ) 

. 니 ᅳ 一 ’ 一 


[례 4] AB , CD 는 평면 M 에 있고 길이가 28 cm 이며 서로 평행이다. 평 
면 M 밖에 EF"AB 인 선분 EF 가 
있다. EF 와 평면 M 사이의 거리 
는 15 cm , EF 와 AB 사이의 거리는 
17 cm 이다. EF 와 CD 사이의 거리 
를 구하여 라. (그림 2-32) 

(설명) ᄀ. EF 의 평면 M 에 대한 사 
영이 AB , CD 사이에 있을 때 EF 의 
한 점 모에서 보에 그은 수직선의 밑 
점을 O 라고 하면 PO =15 이다. 

O 에서 AB 에 AB , CD 에 그은 수 
직선의 밑점을 각각 G , H 라고 할 때 CD // AB 이므로 GH 丄 CD 
GH =28 이고 세 수직선의 정리로부터 PH 丄 AB , PG 丄 CD 
... PH =17 
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직 3 각형 POH 에서 OH=8 이므 
로 GO=20 

직 3 각형 PGO 에서 PG=25 
EF 와 CD 사이의 거리는 25cm 

이다. 

1-. EF 의 M 에 대한 사영 이 AB, 
CD 밖에 있을 때(그림 2-33) 
OH = 8 , PG =、/ 15 2 +36 2 = 39 
EF 와 CD 사이의 거리는 39cm 



그립 2-33 


[례引 4 면체 S — ABC 에서 AB=AC, SA 丄 SC 이고 SA 와 SB 는 수직 


이 아니다. S 의 평면 ABC 에 대한 사영 O 는 AABC 의 내심이 아니라 


는것 을 증명 하여 라. (그림 2-34) 

(설명) 만일 S 의 평면 ABC 에 대한 
사영 O 가 AABC 의 내심이라고 하자. 

AO 의 연장선이 BC 와 사귀는 점을 
D 라고 할 때 AB=AC 이 므로 D 는 BC 의 
가운데 점이다. 

AD 丄 BC, SD 丄 BC 이므로 
BC 丄평면 SAD 
즉 BC 丄 SA 



또한 SA 丄 SC 이므로 
SA 丄평면 SBC 

/. SA 丄 SB 이것은 조건에 모 
순된 다. 

/. O 는 AABC 의 내심이 아니다. 

[례 6] 3 각뿔대 시파어一 ABC 에서 
밑면 ABC, ZABC=ZAA 1 C= 

~ 2 , AB=2A 1 B 1 =2cm 일 때 
1) BCiAjB, BC 丄 AA p 
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그립 2-35 



요시丄시묘임을 증명하여라. (그림 2-35) 

2) 직선 쇼시와 BC 사이의 거리를 구하여라. 

(설명) 1) 밑면 ABC 이므로 BC 丄 BB t 

또한 ZABC =^ 이므로 BC 丄 AB 
2 

/. BC 丄평면 BAAjBj 
즉 BCiAiB , BC 丄 AAi 
또한 BC 丄평면 BAA ^ i 이므로 A^iBC 

ZAAiC = 프■이므로 쇼시丄평면 AjCB 

AAiiAiB 

2) 丄 AA p A # 丄 BC 이므로 A # 가 구하려는 거리 이다. 

직각사다리형 묘卞쇼시에서 
AAjBjB oo ABA t A 이므로 
aa = AB 즉 J_ = Al 

A X B AB i A i B 2 

A i B = V 2 

즉 어기는 두 직선 쇼시와 BC 사이의 거리는 ^ cm 이다. 

련습문제 

1. 평면밖의 한 직선의 두 점으로부터 그 평면까지의 거리가 서로 같 
으면 이 직선파 평면의 자리관계는 ( ) 이다. 

① 평행 ② 사귐 ③ 직선이 평면에 놓임 ④ 평행 또는 사귐 

2. 다음의 명 제 들가운데 서 옳은것 은 ( ) 이다. 

① 직선 «//평면 M , 직선 b 丄직선 a 이면 직선 b 丄평면 M 이다. 

© 두 평면 M 파 사이 평행이면 평면 보의 임의의 직선 b 는 평면 N 에 
평행이 다. 

③ 두 평면 M 파 N , 두 직선 a , b 에 대하여 MHN = a , b 〔 M , 
b 丄 a 이면 b 丄 N 이다. 

④ 평면 N 에 놓여있는 직선이 모두 평면 보에 평행이면 M 파 N 은 평 
행 이 다. 
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3. )3, a 를 겹치지 않는 두 평면, 씬과 m 을 겹치지 않는 두 직선이 
라고 할 때 a // 선이기 위한 하나의 충분조건은 ( )이다. 


① 

£ ca, 

mC a , 

HI&, 

② 

£<za, 

mC j3, 

"/m 

③ 

公 丄 a, 

m 丄 j3, 

m// i 

④ 

U/ a. 

m// j3, 

£//m 


4. 평면밖의 한 점 D 를 지나면서 ( ) 존재한다. 

① 주어진 평면에 수직인 직선은 무수히 많이 

② 주어진 평면에 평행인 평면은 무수히 많이 

③ 주어진 평면에 평행인 평면은 한개만 

④ 주어진 평면에 수직인 평면은 한개만 

5. 두 직선이 평행이기 위한 하나의 충분조건은 ( )이다. 

① 한 직선에 동시에 수직이다. 

② 한 평면에 동시에 평행이다. 

③ 두 평행인 평면에 각각 수직이다. 

④ 한 평면파 이루는 각이 같다. 

6. 두 직선 £파 m 은 서로 어기는 두 직선이고 그 사이각은 60°이 
다. 다음의 명제들가운데서 옳은 명제의 개수는 ( )이다. 

① 씬을 지나며 m 에 평행인 평면 a 는 늘 그릴수 있다. 

② 씬을 지나며 이에 수직은 평면 a 는 늘 그릴수 있다. 

③ 씬과 m 을 각각 지나는 평면 a 와 선를 그 사이각이 60°가 되게 
그릴수 있다. 

④ 씬을 지나며 이과 이루는 각이 60°인 평면를 그릴수 있다. 

① 1’ ② 2, ③ 3, ④ 4 

7. 평면밖의 한 점에서 평면에 내린 수직선파 몇개의 빗선들이 있다. 
그 빗선들이 평면파 이루는 각들이 모두 같을 때 다음의 명제들가운데 
서 옳은것은 ( )이다. 

① 수직선의 밑점은 빗선의 밑점들을 정점으로 하는 다각형의 외접 
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원의 중심이다. 

② 수직선의 밑점은 빗선의 밑점들을 정점으로 하는 다각형의 내접 
원의 중심이다. 

③ 빗선의 밑점들은 한 바론다각형의 정점이다. 

④ 수직선의 밑점은 빗선의 밑점들을 정점으로 하는 다각형의 수심이다. 

8. 직선 a 는 평면 )3 에 있고 직선 £파 평면 )3 는 사귀며 평면 )3 에 

대 한 £ 의 사영 은 이이 다. 이 때 ai £ 은 a 丄 m 이 기 위한 ( ) 이 다. 

① 충분조건이나 필요조건은 아닌것 

② 필요충분조건 

③ 필요조건이나 충분조건은 아닌것 

④ 충분조건도 필요조건도 아닌것 

9. 주어진 평면밖에 임의의 두 점이 있다. 매 점을 지나며 이 평면 
에 평행인 직선을 그었는데 이 두 직선이 이루는 각이 주어진 각 0이 
다. 이러한 그리기는 ( )이다. 

① 늘 가능하다. ② 가능한 때가 있다. 

③ 불가능하다. ④ 특수한 0의 값에 대하여 그릴수 있다. 

10. 공간에서 한 각의 두 변까지의 거리가 같은 점들의 모임은 ( )이다. 
① 한 반직선, ② 한 직선, ③ 한 반평면, ④ 한 평면 


11. 바른6면체 ABCD—AiBiCiDi 에서 AB , BB 의 가운데점을 각각 

E , F 라고 할 때 AE 와 CF 와 이 루는 각은 ( ) 이다. 

2 2 
① 60°, ② 45°, ③ arcsin — , ④ arccos — 

12. 변의 길이 가 씬인 바른3각형 ABC 에서 BC 에 내린 높이 가 AD 이 
다. AD 를 축으로 하여 3각형을 접어 직2면각을 만들었을 때 A 에서 
BC 까지의 거리는 ( )이다. 

① VL © 쇼, ® , © — 

2 4 2 
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13. 직 6 면체의 한 대각선이 같은 정점에서 나가는 세 면파 이루는 각 
이 각각 a , j 3, r 이면 cos 2 T + cos 2 公 + cos 2 a 의 값은 ( ) 이 다. 

① 1’ ©、 f 조， ③ V 궁, ④ 2 

14. 직선 a , b 및 평면 a 에 대하여 a 와 b 가 모두 a 에 있지 않다. 
a , b 의 평면 a 에 대한 사영을 각각 a ' 닛 라고 할 때 다음의 명제 

가운데서 옳은것은 ( )이다. 

① a 丄 b 이 면 a r 丄 b ’ 이 다. 

② a 丄 b 이 면 a 丄 b ’ 이 다. 

③ a // b 이 면 ‘ 와 닛는 수직 이 아니 다. 

④ a // b 이 면 a ' 와 b ' 는 수직 이 아니 다. 

15. 다음의 명제들가운데서 옳은것은 ( )이다. 

① a 가 평면 m 의 빗선이고 직선 b 가 a 의 평면 m 에 대한 사영에 수 
직이면 a 丄 b 이다. 

② 직선 b 가 평면 m 의 빗선 a 에 수직이면 b 는 평면 m 에 대한 a 의 
사영에 수직이다. 

③ 평면 m 에 한 직선 b 가 있다. 만일 b 가 평면 m 밖의 한 직선 a 에 
수직이면 느는 a 의 m 에 대한 사영에 수직이다. 

④ a 가 평면 m 의 빗선이고 직선 b 가 m 에 평행이 고 a 의 m 에 대한 
사영에 수직이면 a 丄 b 이다. 

16. 한 2면각의 두 반평면이 각각 다른 2면각의 두 반평면에 각각 수 
직 이다. 그러 면 이 두 2면각사이 의 관계 는 ( ) 이다. 

① 서로 같다. ② 서로 보탬각이다. 

③ 서로 같거 나 보탬각이다. ④ 확정할수 없다. 

17. 한 점에서 사귀는 세 직선은 기껏 ( ) 개의 평면을 결정한다. 

18. 한 직선파 두 평면이 이루는 각이 모두 서로 같으면 이 두 평면 
의 자리관계는 ( )이다. 


19.두 어기는 직선과 서로 사귀는 두 직선의 자리관계는 ( )이다. 
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20. 공간 4 각형의 대각선의 길이는 각각 6, 8이고 그것들이 이루는 각 
은 30° 이다. 그러면 매 변의 가운데점을 차례로 맺어서 엄은 평행 4 변 
형의 면적은 ( )이다. 

21. 공간에 네 점 A, B, C, D 가 있다. 

DA 丄평면 ABC, 평면 ABD 丄평면 CBD 일 때 AB 丄 BC 임을 증 
명 하여 라. 

22 평면 MAN=AB 이고 점 P 는 평면 M> N 밖에 있다. PCiM PN 丄 N 일 때 
AB 丄 CD 임을 증명하여라. 

23. 모서 리 가 모두 a 인 4 면체 ABCD 에 서 AB 와 CD 사이 의 각과 거 
리를 구하여라. 

24. 한 평면에 놓여있지 않는 네 점 A, B, C, D 에 대하여 AB 丄 CD, 
AC 丄 BD 일 때 다음것 을 증명하여 라. 

① BCLLAD 

© C 의 평 면 ABD 에 대 한 사영 이 AABD 의 수심 일 때 A 의 평 면 
BCD 에 대 한 사영 은 ABCD 의 수심임 을 증명 하여 라. 

25. 빗선 AB, BC 가 평면 M 파 각각 a, 선의 각을 이루고있다. 빗 
선의 밑점이 B, C 이고 ZBAC=90° 일 때 AB 와 BC 의 평면 M 에 대한 
사영사이의 각을 구하여라. 

26. 뾰족 3 각형 ABC 에서 AB<BC 이고 V 는 ᅀ ABC 밖에 있다. 
VA=VB=VC 일 때 2 면각 V—AB — C 의 크기 는 V — BC — A 의 크기 보 

다 작다는것 을 증명하여 라. 

27. 평면 M 밖의 한 점 P 에서 M 에 그은 세 빗선의 밑점을 각각 A, B, 
C 라고 할 때 PA, PB, PC 가 평면 M 파 이루는 각이 각각 a, )3, '이 
고 AB= a , BC= b 이 다. P 로부터 평 면 M 까지 의 거 리 를 구하여 라. 
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28. 직 6 면체 ACi 에서 AB = a , BC = b , BBi=c ( a < b < c ) 이다. 
AB 의 가운데점 묘를 지나며 대각선 BDi 에 수직 인 평면이 BC 와 F 에 
서, BBi 파 G 에서 사귄다고 할 때 다음것을 구하여라. 

① BF 와의 길이 

② 어기는 직선 DiB 와 EF 사이의 거리 

29. 두 직선 a , 6 와 평면 a 가 있다. a 丄 6, 6 丄 a , a (X a 일 때 
a//a 임을 증명하여라. 

30. 2면각 M — CD-N 의 크기가 45°이다. 

ASM , Be CD , ZABC =45° 일 때 AB 와 평면 N 이 이루는 각을 구 
하여라. 


31. 공간4각형 ABCD 에서 AB = BC , CD=DA 이고 AD , DC 및 대 
각선 AC 의 가운데점을 각각 E , F , G 라고 할 때 평면 BEF 丄 BGD 임 
을 증명하여 라. 

32. 두 바른4각형 ABCD 와 ABEF 는 크기 가 60°인 2면각을 이 루고있 
다. M , N 이 각각 대각선 AC 와 BF 우의 점이고 AM=FN 일 때 

① MN // 평 면 BEC 임 을 증명하여 라. 

② 바른4각형의 변의 길이가 42 , AM = FN =0. 5일 때 MN 의 길이 
를 구하여라. 

③ 어기는 두 직선 MN 파 AB 사이의 거리를 구하여라. 

33. 모서리 의 길이 가 a 인 바른6면체 ABCD—AiBiCtDi 에서 AiBi , 
BiCi ^ 가운데점을 각각 E , F 라고 할 때 

① A , C , F , 묘는 한 평면우에 있다는것을 증명하여라. 

② 평면 ACFE 와 밑면 ABCD 사이의 뾰족각을 구하여라. 


34. 2면각 M —관一자의 한 면 보우에 서 로 수직 인 직선 AB 와 CD 가 
있다. ABnCD ={0}, A , C 는 씬우에 있고 AB , CD 가 다른 한 면 
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N 파 이루는 각은 각각 a , )3 이다. 2면각 M —씬 _ N 의 크기가 0 일 때 
( 0 e (0, % 12]] Sin 2 % = Sin 2 a + 5 m 2 p 임을 증명하여라. 

35. 바른6각형 ABCDEF 에서 VA 丄바른6각형이다. VA 와 바른6각형 
의 변의 길이가 «일 때 다음것을 구하여라. 

① V 에서 C , D , E 까지의 거리 

② AB 와 VC 가 이루는 각 

③ VD 와 바론6각형평면이 이루는 각 

④ 평면 VBC 와 바른6각형면이 이루는 각 

답 

I. ④ 2.② 3.③ 4.④ 5.③ 

6. ③ 7. ① 8. ② 9. ① 10. ③ 

II. ④ 12. ③ 

13. ④ 14. ① 

15. ④ 16. ④ 

17. 3 18. 평행 또는 사귐 

19. 사귀는 두 직선 또는 어기 
는 두 직선 

20. 6 

21. (그림 2-36) 에서 BD 에 

그은 수직선의 밑점을 E 라고 하 
면 평면 ABD 丄평면 CBD 이므로 
AE 丄평면 BCD 

AE 丄 BC 

또한 AD 丄 평면 ABC 
... AD 丄 BC 
BC 丄 평면 ABD 
BCLLAB 
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22. (그림 2-37) 에서 
PC 丄 M , PD 丄 N 이므로 

PC 丄 AB , PELLAB 

AB 丄 평면 PCD 
즉 AB 丄 CD 

23. (그림 2-38) 에서 

CD 의 가운데점 묘를 취하면 
CD 丄ᅀ ABE 




AB 와 CD 가 이루는 각 
은 90°이다. 

묘에서 AB 에 그은 수직선의 밑점을 F 라고 하면 EF 는 AB 와 CD 사이 
의 거리이다. 



24. (그림 2-39) 에서 

① A 의 평면 BCD 에 대한 사영을 O 라고 하면 AB 丄 CD 이므로 
BO 丄 CD 이다. 

AC 丄 BD 이므로 CO 丄 BD 이다. 

O 는 ᅀ BCD 의 수심 이다. /. DO 丄 BC , AD 丄 BC 

② 우의 증명으로부터 나온다. 

25. ( 그림 2-40) AB = a , KC = b , A 의 보에 대 한 사영 을 O 라고 
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26. (그림 2-41)5] V 에서 평면 ABC 에 그은 수직선의 밑점을 O, 
O 에서 AB, BC 에 그은 수직선의 밑점을 각각 E, F 라고 하면 

VE 丄 AB, VF 丄 BC 

/. ZVEO, ZVFO 는 각각 2 면각 V-AB-C, V—BC—A 의 평면각이다. 
VA=VB=VC 이므로 O 는 AABC 의 외심이다. 

AB<BC 이므로 OE>OF 

VO VO 

tanZVEO = —, tanZVFO = — :. ZVEO < ZVFO 

EO OF 

27. (그림 2—42) 에서 AO = xco\a = CO , 公 0 = ;ccotP 
AAOC 에서 cosZABO+cosZCBO=0 

乂 a 2 + x 2 cot 2 13 -x 2 cot 2 a + b 2 + x 2 cot 2 P -x 2 cot 2 a 
2 幻 xcotp Ibxcot P 
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28. 1) (그림 2_43) BDii 평면 EFG 이므로 BDuLEF 
/. BD 丄 EF 

직 4 각형 ABCD 에서 Z 1= Z 2 AEBFcoADAB 

BF AB a 

BE AD ᄀ 2 b 


마찬가지로 하면 BG = — 

2c 

2) (그림 2-44) 

EF 丄 BD , EF 丄 BDi 이므로 EF 丄평 
면 DiDB , EF 와 BD 의 사귐점 보에 서 
BD^l 그은 수직선의 밑점을 N 이라고 하 
면 MN 이 구하려는 거리이다. 




29. 귀유법 을 리용할것 . 

30. (그림 2— 45) 에서 ZABE =30° 
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31. (그림 2—46) AB = BC , AD=DC 이므로 AC 丄 BG , AC 丄 DG 
AC 丄평면 BGD 

또한 EF//AC 이므로 EF 丄평면 BGD 
평면 BEF 丄평면 BGD 


32. (그림 2-47) 


1) 보에서 AB 에 내린 수직선의 
점을 G 라고 하면 NG 丄 AB 

따라서 MG // BC , NG//BE 
평면 MNG // 평면 BEC 
즉 MN // 평면 BEC 


V2 

2) ZMGN =60°, MG = — , 

3V2 4 

GN^04— 

4 Vl4 
따라서 MN =—— 

4 


밑 



그림 2-47 


3) MN 파 AB 사이의 거리는 G 에서 MN 까지의 거리이다. 
3>/42 


크기는 
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2. D 면제와 회전제 


1) 다면제 

① 다면체의 일반적개념 
기. 다면체 

몇개의 다각형으로 둘러막힌 공간의 부분을 다면체라고 부론다. 
다면체를 이루는 다각형을 다면체의 면, 면들이 사귀는 공통변을 
모서리, 모서리들의 사귐점을 다면체의 정점이라고 부론다. 

같은 면에 속하지 않는 두 정점을 맺는 선분을 다면체의 대각선이 
라고 부론다. 

1-. 볼록다면체와 오목다면체 



볼록다면채 오목다면체 


그림 2-49 

다면체에서 어느 면의 평면에 관해서도 모든 면들이 한쪽에만 놓인 
다면 그러한 다면체 를 볼록다면체 라고 부르고 그렇 지 않는 다면체를 
오목다면체라고 부론다. 앞으로 볼록다면체를 그냥 다면체라고 부르 
기 로 한다. (그림 2-49) 
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C . n 면체 

면의 수가 n 인 다면체를 n 면체라고 부론다. 

S . 바른다면체 

다면체 들가운데서 모든 면들이 합동인 바른다각형 이고 매개 정 점 에서 
나가는 모서리의 수가 같은 볼록다면체를 바른다면체라고 부론다. 

바른다면체에는 다섯가지 즉 바른4면체, 바른6면체, 바른8면체, 바 
른12면체. 바른20면체가 있다. 

② 각기둥 
각기둥 

두 면은 평행이고 다른 면들은 모두 한 직선에 평행인 다면체를 각 
기둥이라고 부론다. (그림 2-50) 

여기서 평행인 두 면을 각기둥의 밑면, 직선에 평행인 면들을 각기 
둥의 옆면, 두 이웃 옆면의 공통변을 각기둥의 옆모서리, 두 밑면사이의 
거리를 각기둥의 높이라고 부론다. 

두 밑면이 ABCDE , AiBiCiDiEi 인 각기둥을 각기둥 ABCDE - 
시라^미따와 같이 표시한다. 
n 각기둥 

밑면의 변의 개 수가 n 인 각기 둥을 n 각기 둥이라고 부론다. 

각기 둥에서 옆모서 리 들은 서 로 평 행 이 다. 
c . 직각기둥파 빗각기둥 
옆모서리가 밑면에 수직인 
각기둥을 직각기둥이라고 부 
르고 수직 이 아닌 각기둥을 빗 
각기 둥이라고 부론다. 

직각기둥의 옆면들은 직4각 
형이다. 

S . 바론각기둥 
밑면이 바론다각형인 직각기 
둥을 바론각기둥이 라고 부론다. 
n . 대각선면 

각기둥에서 한 옆면에 놓이지 
않는 두 옆모서리를 지나는 평 
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면의 자름면을 각기둥의 대각선면이라고 부론다. 

H . 각기둥의 성질〔정리1〕 

1) 각기둥의 옆면은 평행4변형이다. 

2) 각기 둥의 두 밑면은 합동이다. 

人. 평행6면체 

밑면이 평행4변형인 각기둥을 평행6면체라고 부론다. 

옆모서리가 밑면에 수직인 평행6면체를 직평행6면체라고 부르며 수 
직이 아닌 평행6면체를 빗평행6면체라고 부론다. 

특히 밑면이 직4각형인 직 평 행6면체는 직6면체라고 부론다. 

〔정리2〕평행6면체에서 

1) 맞은 면들은 평행이며 합동이다. 

2) 대각선들은 모두 한 점에서 사귀며 그 점에서 2등분한다. 


③ 각뿔과 각뿔대 
기. 각뿔 


한 다각형 ABC …묘와 그 다각형의 평면밖에 한 점 S 가 주어졌다. 이 
점을 다각형의 매 정점파 맺어서 엄는 3각형들파 주어진 다각형을 변 
으로 하는 다면체를 각뿔이라고 부론다. 

여기서 S 를 각뿔의 정 
점, 다각형 ABC …묘를 각 
뿔의 밑면, 3각형 ASB , 

BSC , …, ESA 를 각뿔의 
옆면, SA , SB …, SE 를 각 
뿔의 옆모서리, 정점에서 
밑면의 평면에 그은 수직 
선은 效)(또는 그 길이)를 
각뿔의 높이라고 부론다. 

(그림 2-51) 정점이 S 이 
고 밑면이 ABC … 묘인 각 
뿔을 각뿔 S—ABC … 묘로 
표시 한다. 

밑면의 변의 수가 n 인 각뿔을 n 각뿔이라고 부론다. 
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밑면이 바론다각형이고 옆모서리의 길이가 모두 같은 각뿔을 바론각 
뿔이 라고 부론다. 

1_. 각뿔대 

각뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자 
를 때 밑면파 자름면사이의 부분을 
각뿔대라고 부론다. (그림 2-52) 

여기서 평행인 두 면을 각뿔대의 
밑면, 나머지면들을 각뿔대의 옆면 
이라고 부르고 두 밑면사이의 거리 
를 각뿔대의 높이라고 부론다. 

n 각뿔로부터 얻어지는 각뿔대를 
n 각뿔대라고 부르며 바론각뿔로부 
터 얻어지는 각뿔대를 바른각뿔대라 
고 부론다. 

밑면이 ABCDE , 인 

각뿔대 를 각뿔대 ABCDE - AiBiCiDiEi 5. 표시 한다. 

[정리引 각뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자를 때 

1) 자름면 은 밑 면 파 닮은 다각형 이다. 

2) 자름면파 밑면의 면적의 비는 정점으로부터 그 밑면들까지의 
거리의 2제곱의 비와 같다. 

④ 다면체의 체적 
각기둥의 체적 

V=S 밑 x h 또는 V=S 수직자름면 x 及 

여기서 S 밑은 각기둥의 밑면적, h 는 각기둥의 높이, S 수직자름면 은 각기 
둥의 수직자름면의 면적, £은 옆모서리의 길이 이다. 

각뿔의 체적 v=|sh ( S ： 각뿔의 밑면적, h ： 각뿔의 높이) 

c . 각뿔대의 체적 V = ^ h ( s l + y [ s ^ + s 2 ) 

( Si ： 각뿔대의 웃밑면의 면적, s 2 : 각뿔대의 아래밑면의 면적) 
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2) 회전 M 


① 원기둥 

기. 회전체 

다문선으로 둘러싸인 평면도형을 그 평면에 있는 직선 씬을 축으로 
회전시킬 때 생기는 도형을 회전체라고 부론다. 

니 원기둥 

직4각형을 그의 한변을 축 
으로 하여 한바퀴 회전시킬 
때 생기는 회전체를 직원기 
둥 또는 간단히 원기 둥이라 
고 부른다 • 

이때 축에 수직인 변이 그리 
는 면을 원기둥의 밑면, 축에 
평행인 변이 그리는 면을 원기 
둥의 옆면, 두 밑면사이의 거 
리를 원기둥의 높이라고 부론 
다. (그림 2-53) 

원기둥의 옆면파 축을 지나 
는 평면파의 사귐선들을 원기 
둥의 모선 이라고 부론다. 그림 2-53 

② 원뿔과 원뿔대 

직3각형 SAO(ZO = ZR ) 를 그의 한 직각변 SO 를 축으로 하여 
한바퀴 회전시킬 때 생기는 회전체를 직원뿔 또는 간단히 원뿔이 
라고 부론다. 

이때 다른 직각변 OA 가 그리는 면을 원뿔의 밑변, 빗변이 그리는 면 
을 원뿔의 옆면, 점 S 를 원뿔의 정점, 정점에서 밑변까지의 거리를 원 
뿔의 높이라고 부론다. (그림 2-54) 

원뿔의 옆면파 축을 지나는 평면파의 사귐선들을 모선이라고 부론다. 원 
뿔을 밑면에 평행인 평면으로 자를 때 밑면파 자름면사이의 부분을 원뿔대 
라고 부론다. 원뿔대에서도 모선, 밑면, 높이를 생각한다. 
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③ 구 

반원을 그 직경을 축으로 하여 회전 
시킬 때 생기는 회전체를 구라고 부론 
다. (그림 2-55) 

이때 반원둘레가 그리는 면을 구면, 
반원 의 중심 을 구의 중심 , 구의 중심파 
구면의 한 점을 맺는 선분을 구의 반 
경이라고 부론다. 구면의 두 점을 맺는 
선분이 구의 중심을 지날 때 이 선분을 
구의 직경 이라고 부론다. 

구와 평면파의 사귐은 원이다. 구의 
중심을 지나는 평면으로 구면을 자를 
때 생기는 원둘레를 구의 큰 원이라고 
부르며 구의 중심을 지나지 않는 평면으 
로 자를 때 생기는 원둘레를 구의 작은 
원이 라고 부론다. (그림 2-56) 

구를 한 평면으로 잘랐을 때 생기는 구의 
매 부분을 곁구, 그 자름면을 곁구의 밑면, 
그 밑면에 수직인 구의 직경에서 곁구안의 
부분을 곁구의 높이라고 부론다. 
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그림 2-56 



특히 자름면이 구의 중심을 지날 때 생기는 구의 매 부분을 반구라 
고 부론다. 구면을 한 평면으로 잘랐을 때 생기는 구면의 매 면을 구 
면갓(구관)이라고 부론다. 

④ 회전체의 체적 

ᄀ. 원기둥의 체적 V = sh 分:밑면적, 차 :높이) 

L . 원뿔의 체적 V = ^sh 0:밑면적, 높이) 

c 원뿔대의 체적 v = 누 ik(R 2 +R r + r 2 ) : 

(次, r : 두 밑면의 반경, //:높이) 

4 

s . 구의 체적 V =- Kr3 (厂:반경) 
n . 구면의 면적 S = 4 nR 2 (穴:반경) 

3) 문제풀이의 묘리 

기본도형에 관한 지식의 응용문제 

[례 1] 모서리의 길이가 a 인 바 
른4면체의 한 모서 리와 그의 맞은 
편 모서리를 1:2로 나누는 점을 
지나는 평면으로 4면체를 잘랐을 
때 자름면의 면적을 구하여라. 

(그림 2-57) 

(설명) DC 를 1:2로 나누는 점을 
E 라고 하자. 즉 DE ： EC =1：2 
CD 와 AB 는 서로 마주하고있는 
모서리이 다. 

3각형 BCE 에 서 코시 누스정 리 에 

의 하여 BE 1 =a 2 + (-a ) 2 -2 a - acos 60 = -a 1 

3 3 9 

ABCD 는 바른 4 면체이 므로 ABCD=AACD 
... AE=BE 
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즉 AAEB 는 2등변3각형 이다. 

AB 의 가운데점을 F 라고 하면 EF 丄 AB 

EF 2 =BE 、 BF 2 브-스 그브 
9 4 36 


'• 때 = 후 


^AABE 


2 


[례 2] 바론4각기둥의 밑면의 변의 길이가 a 이고 대각선파 옆면사이 
의 각이 a 이다. 이 각기둥의 체적을 구하여라. (그림 2-58) 

(설명 ) ABCD-AiBiCiDi 는 바론4각기둥이므로 어어丄평면 AAiDiD 
.■.ZCiADi= a 

높이를 h 라고 하면 _ 

AD , 、 la 2 + h 2 

ᅀ ADiCi 에 서 cos a = —— = , 

AC , 나 2 a 2 + h 2 

1 _ a 2 1 _ a 2 

cos 2 a a 2 + h 2+ ^ cos 2 a a 2 + h 2 ^ 

=> cot 2 a = 1 + ^-, h 2 = a 2 (cot 2 a -1) 
a 

... V = a 2 h = a 니 cot 3 a -1 
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[례引 3각뿔 V — ABC 의 매 변의 면적이 S VAB = 3, 5 rac =4, 

S vca =5, 이고 세 옆면파 밑면이 이루는 각의 크기는 서로 

같다. 이 각뿔의 체적을 구하여라. (그 
림 2-59) 

(설명 ) 점 V 의 밑면에 대한 사영을 

O 라고 하자. 

세 옆면이 밑면파 이루는 각은 서로 
갈으므로 O 는 AABC 의 내심이다. 

O 에서 BC , AC , AB 에 그은 수직 
선의 밑점을 각각 D , E , F 라고 하면 
OD = OE=OF 이므로 
VD = VE=VF 

이것들의 길이를 차라고 하면 

3 = 丄싶公생, 4 = 丄公 C •瓦 5 = ]- AC-h 

2 2 2 

... AB = -, BC = -, AC = — 

h h h 

즉 AB 2 + BC 2 = AC 2 

AABC 는 ZB 가 직각인 직 3 각형 이다. 

1 24 

S ABC h =2 

AB + BC-AC 2 , 

... r = - = —= 1 

2 h 1 

AVDC 에 서 VO = yjh 2 — r 2 = y /3 ^ = ~^aabc ' ^ = 

[례 4] 평행 6 면체의 한 정점에서 나가는 세 모서리의 길이는 각각 
a , b , c 이고 둘씩 이루는 각이 모두 60° 이다. 그의 체적을 구하여 라. 
(그림 2-60) 

(설명) 평행6면체에서 效。라고 하자. 

점 시의 변 ABCD 에 대한 사영을 O 라고 하면 OSAC 이다. 

Ai 에서 AB 에 그은 수직선의 밑점을 보이라고 하면 OM 丄 AB 이다. 
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Bl N 2 = JZ 2 -( R - r ) 2 = 471 一(穴 _ r ) 2 _( 요-시 2 = ( 요-厂 ) 2 (4；1 2 -0[2) 

a a 

oc <271 일 때 B.N = ^-^^4n 2 -a 2 
a 

V =^ nB 1 N ( R 2 +R r + r 2 ) = n : r 、 /4 K 2 - a 2 ( R 2 +R r + r 2 ) 

직 3 각형 MChBi 에서 仏生 = ^L = i e (0, 1) 

2 MB l 2 k 

0 = 2 arcsin — 

2 n 


[례 6] 원뿔대의 밑면의 반경이 각각 r , 

R 이고 원뿔대의 옆면적이 밑면에 평행인 
평면에 의하여 2등 분될 때 이 자름면의 
반경 이 J 세 2 임 을 증명 하여 라. 

(그림 2-62) 그립 2-62 

(설명) 자름면의 반경을 x , 자름면에 
관하여 웃쪽 원뿔대의 모선의 길이를 i x , 아래쪽 원뿔대의 모선의 길 
이 를 씬 2 라고 하면 조건으로부터 



2n(r+x)^ =n(r + R)(£ l +£ 2 ) 
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x-r 


£ i +£ 2 2 (r + x ) 

4 C \// 고 0 // 40 2 이므로 
r + R _ 
" 2 (r + x )~ 


이 식을 풀면 

2 R 2 + r 2 


즉 ^ = 


R 2 + r 2 


[례 7] 직 3 각형의 빗변을 축으로 하여 그것을 회전시켜 엄은 회전체 
의 체적을 P , 두 직각변을 각각 축으로 하여 회전시켜 엄은 회전체 


의 체적을 g , r 라고 할 때 

+ = ᅩ +ᄉ 임을 증명하여 

라. (그림 2-的) 

(설명) 직3각형 ABC 의 세 변 
을 각각 a , b , c , ZA =90° 라 
고 하자. 

A 에 서 BC 에 내린 수직 선의 
밑 점 을 D 라고 할 때 AD = h 라 
고 하면 



= be , P = — nh 2 a , q = — nb 2 c , r = —% bc 2 


1 1 9 9 9( c 2 + b 2 )_ 9 a 2 9 1 

7 + ^ = ^W + T^W = TlW = 7l^V = 7^V = / 


[ 례 8] AABD , ABDC 는 직 2 등변 3 각형 이고 AABD 丄 ᅀ BDC , AD = 
= BC=>/I 이 다. AB 우에 점 P 를 평 면 PDC 와 평 면 BDC 사이 의 각이 
60°되게 정 하였다. V b-pdc 를 구하여 라. (그림 2-64) 

(설명) P 에서 BD 에 그은 수직선의 밑점을 N 이라고 하면 
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AABD 丄 ABDC 이 므로 PN 丄평 면 BDC 이 다. 

자에서 CD 에 그은 수직선의 밑점을 보이 
라고 하면 PM 丄 CD 

ZPMN 은 평면 PDC 와 평면 BDC 가 만 
드는 2면각의 평면각이다. 

즉 ZPMN =60° 

NM = ᄌ로 놓으면 PM =2 x , PN =73 x 
직3각형 NMD 에서 ZBDC =45° 이므로 
MD = MN = x , ND = V 2 x 

PN//AD 이므로 PN _ = BN _ • SPN _ yfl-yflx 
AD BD " - sflP ' V 2 
PN = sf 2( l - x ), yf 3 x = yf 2- y /2 x = PN 
이 식을 풀면 x = ^2{ S -^[2) 

즉 PN 나公 V 2( V 3- V 2) = 3 V 2-2 V 3 

V B _ PDC =V P _ BDC =^PNS^ DC =^0^i-2S)^42 -V2 = 

_3V2-2V3 



도형들의 결합체에 관한 문제 

[례 1] 1) 직3각형 ABC 에서 빗변 BC 를 축으로 하여 3각형을 회전시 
켜 엄은 회전체의 체적파 겉면적을 구하여라. 여기서 AB = c , AC = 
b 이. 다. 


2) 중심 각이 30° 이 고 반경 이 2인 부채형 OAB 를 OA 를 축으로 하여 
회전시켜 엄은 회전체의 체적을 구하여라. 

(설명) 1) (그림 2-65) 직3각형의 빗변에 내린 높이는 


04 = 


be 


公겉 = 71公/ 4(6 +C) = 


b 2 + c 2 


나是자 

( b - c ) 
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[례到 원뿔대의 모선과 밑면이 a 의 각을 이룬다. 이 원뿔대가 반경 
이 묘인 구와 내접하였다. 이때 다음 
것을 구하여 라. (그림 2-66) 

1) S 원뿔대: S 구 

2) 원뿔대에 의하여 잘리우는 구 
면의 두 부분의 면적의 비 

3) a 가 어떤 값일 때 원뿔대의 
옆면적이 최소로 되겠는가? 그때의 
원뿔대의 체적은 얼마인가? 

(설명) 원뿔대의 우, 아래 밑면의 
반경을 각각 \ 八 ，모선의 길이를 그림 2-66 

관 이라고 하자. 

1) r x = /? coty , r 2 = i ? tany , l = r -\- x r 2 



S 구 =471 穴 2 
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즉 S 원뿔대 : S 구 =l:sin 2 0C 

2) 구면의 두 부분가운데 한 부분은 구관 GFH 이고 다른 한 부분은 
구관 GEH 이다. 

ZFOH=a 이 므로 

= R - Rcosa , O'E = R + R cosa 

S GFH : S GEH = 27ii? 2 (l-cosa) : 271 R 2 (1 + cosa) = tan y 


a =90° 일 때 즉 원뿔대가 원기둥일 때 원뿔대의 옆면적이 최소로 된 
다. 이때 원뿔대의 체적은 V =2 nR 3 
[례引 반경이 묘인 구에 내접하는 바론3각뿔의 최대면적을 구하여 
라. (그림 2-67) 

(설명) 3각뿔의 높이를 h 라고 하면 
r 2 = h (2 R - h ) 나는 바론 3 각형의 밑면의 반경) 

AB = 2 rsin 60° =、[국 r 

그러므로 V 각쁠 = 1 ^l(^ r fh = ^h 2 {2R-h) < —y/3R 3 

3 4 4 27 

••• h = 은 R 일 때 내 접바론3각뿔의 최 대 면적 은 이 다. 

3 27 
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[례 4] 한 원뿔에 한 등변원 A 

기둥(밑면의 직경파 높이가 같 A 3 Z \ b 3 

은)이 내접하였다. 원기둥의 

한 밑면은 원뿔의 밑면에 있 A 2 / I I \ b 2 

다. 다음에 원기둥의 웃밑면이 / \ 

밑면인 작은 원뿔에 또 등변원 / \ n 

기둥이 내접하였다. 이런 식으 V | C ； O ； __ dT [\ 1 

로 무수히 많은 등변원기둥을 / \ 

생각할 때 그것들의 체적의 합 / \ 

이 처음 원뿔의 체적의 .이면 a / \b 

가장 큰 등변원기둥의 체적은 COD 

3 그립 2-68 

처음 원뿔의 체적의 &임을 증 

명하여 라. (그림 2-68) 

(설명) 원뿔의 밑면의 반경을 R , 높이를 h , 내접등변원기둥의 밑면 
의 반경 을 차례로 ri , r 2 , r 3 , …하자. 

BD B'D R-n 2 r } 

B ' ■너 Jd = io 즉 Y = f 

ᅬ ■ᅨ '=습 


의公/八 SCH 므로 
이 식 을 풀면 r x -- 


같은 방법으로 하면 r 2 =^- h = R { —f 


n ' 2 R + h 

V = 11 ^ 2 2 r + nr 2 2 2 r 2 + • ■ ■+ nr n 2 2 r n + • ■ ■ = 271( 자 + r 2 + r 3 +--- + r n +) = 
ᄀ R ' h 3 

= ^ 니一느여 

. h 3 4 R 2 +6 Rh + 3 h 2 7 3 

1][3 ; 

\2 R + hf 
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즉 h = 2R, V 원# = |rf(2i?) = |rf 

n =^—= R ' 2R =츠이므로 가장 큰 원기둥의 체적은 
1 2R + h 2R + 2R 2 

=ti(-) 2 2 —= --nR 3 =lv 원쁠 
2 2 4 83 8 

[례引 반경이 1인 4개의 작은 
공이 책상면우에 쌓여있는데 밑 
층에 3개, 웃층에 1개 있다. 공 
들은 둘씩 서로 접하고있다. 웃 
층의 공의 가장 높은 자리 에 있 
는 점은 책상면으로부터 얼마만 
큼 떨 어 져있는가?(그림 2-69) 

(설명 ) 4개의 공이 둘씩 접하므로 
중심들은 4면체의 정점으로 된다. 

이 4면체의 모서리의 길이는 2이므 그립 2 —69 

높。1는 공이다. 

그러므로 구하려는 거 
리는 | V 6+2°1^ 

자름면에 관한 문제 

[례 1] 바른4면체 

ABCD 의 모서리의 길이 
는 1이다. AD , BC 의 
가운데점을 각각 P , 

Q 라고 할 때 PQ 의 가 
운데점을 지나며 PQ 에 
수직인 자름면을 그렸 
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그림 2-70 



다. A 를 정점으로 하고 자름면을 밑면으로 하는 각뿔의 체적을 구하 
여 라. (그림 2-70) 

(설명) PQ 의 가운데점 보올 지나 AD 에 평행인 직선을 그어 AQ, 
DQ 와 사귀는 점을 각각 S, T 라고 한다. 

S, T 를 각각 지나며 BC 에 평행인 직선을 그어 AB, AC, BD, DC 와 
사귀는 점을 각각 H, G, E, F 라고 하면 보이 가운데점이므로 S, T, 
H, G, E, 묘는 각각 대웅하는 선분의 가운데점이다. 

AD// 평면 EFGH, BC// 평면 EFGH 
PQ 丄평면 EFGH 

그러므로 EFGH 가 조건에 맞는 자름면이다. 

AD// 평 면 EFGH 이 므로 V A _ EFGH = V P _ EFGH 

EFGH 는 변의 길이 가 ᅩ■ 인 바른 4 각형 이 고 PQ = — , PM = — 
2 2 4 

. T , _1 V2 1_V2 

•• V P-EFGH_y 게 ^ 

[ 례到 모서 리 가 모두 a 인 바른 4 각뿔 V— ABCD 에서 옆모서 리 VB, 
VD 의 가운데점을 각각 H, K 라고 할 때 

1) A, H, K 세 점 이 결정하는 평면에 의하여 선분 VC 는 1:3 의 비 
로 내 분된 다는것 을 증명하라. 

2) 이 자름면의 면적을 구하라. 

(설명) (그림 2-71) 

1) V 071- 원뿔의 높이 

라고 하자. AVBD 에서 
VO 가 HK 와 보에서 사귀고 
ᅀ VAC 에서 AM 의 연장선 
이 VC 와 자에서 사귄다고 
하면 4 각형 AHNK 가 세 점 
A > H K 를 지나는 자름면 
이 다. HK//BD 이 므로 M 은 
지의 가운데점이다. 

NC 에서 가운데점 P 를 
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그립 2-71 



취 하면 O 가 AC 의 가운데 점 이 므로 OP//AN 
ᅀ VOP 에 서 보은 VO 의 가운데 점 이 므로 N 은 VP 의 가운데 점 이 다. 
VN=NP=PC 

즉 N 은 VC 를 3:1 로 나누는 점이다. 

2) V— ABCD 는 바른 4 각뿔이고 H, K 는 각각 VB, VD 의 가운데점 이 
므로 AVAB=AVAD AK=AH 

보이 HK 의 가운데점이므로 AM 丄 HK 

S =-AN-HK, HK = ^-BD = ^a 

AHNK 2 2 2 

또한 兄 4 = FC = a, 고 C = >/、이 므로 VA 丄 VC 

• IW+ 미 2 =〜 S=i^a.^a = ^ 

• ^3j 9 ' 23 2 6 

평면도형외 접기에 관한 문제 

[례 1] 직 4 각형 ABCD 에서 AB=3, BC=4 이 다. 4 각형 을 대각선 AC 에 
관하여 접 어 정점 B 의 평면 ADC 에 관한 사영이 AD 에 놓이게 하였다. 
이때 다음것을 구하라. 

1) 어기는 직선 AB 와 CD 사이의 각 2) AB 와 CD 사이의 거리 

3) 2 면각 B — AC-D 의 크기 4) 3 각뿔 B — ADC 의 체적 

(설명 ) (그림 2-72) 1) B 에서 AD 에 내린 수직선의 밑점 을 F 라고 

하면 평면 ABD 丄평면 ADC 
/. BF 丄 평면 ADC /. BF 丄 DC 
또한 DC 丄 AD 이므로 DC 丄 평면 ABD 人 DC 丄 AB 



A F 


그림 2-72 
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어기는 두 직선 AB , CD 가 이루는 각은 90°이다. 

2) 점 A 를 지 나 AG ^/ DC 인 점 G 를 정하면 DC // 평면 ABG 이다. 
그러므로 DC 와 평면 ABG 사이의 거리는 어기는 직선 AB 와 CD 사이의 거 

리이다. 묘에서 AC 에 그은 수직선의 밑점을 E 라고 하면 BE 丄 AC 이다. 

9 

^D-ABG = ^B-ADC , ^&ABG = 급 

公표=0, ᄅ이므로 립체도형에서 bf =~、 n 이다. 

5 20 4 

1,9 1 3^7 , 

•• 3234 

즉 h = V 7 

3) ZBEF 가 평면 ABC 와 평면 ADC 사이의 각이다. 

9 

ZBEF = arccos —— 

16 

4) V B _ ADC = 누 

[례到 직3각형 ABC 에서 두 직각변은 AC =2, CB =3 이고 P 는 빗변우 
의 한 점 이다. CP 를 축으로 하여 3각형을 접 어 직2면각 A — CP — B 를 
만들었다. AB=、「f 일 때 를 구하라. (그림 2-73) 



(설명 ) 평면 ACP 丄평 면 BCP 이 므로 B 에서 CP 에 내린 수직선의 밑 
점을 D 라고 하면 BD 丄평면 ACP 
ZPCB = a 라고 하면 BD = 3 sina , CD = 3 cos a 
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ᅀ ACD 에서 AD 2 =4 + 9 cos 2 a - 2*2*3 cosa cos (90°- a ) 

= 4 + 9 cos 2 oc -6 sin 2 a 

직 3 각형 ABD 에서 AD 2 = AB 2 - BD 2 =7-9 sin 2 a 
... 4 + 9 cos 2 a -6 sin 2 a =7-9 sin 2 a 

... oc =45° 6 

S AACP + S ABCP = S AABC ( 평 면도형 에 서 ) 이 므로 CP = 

:. 5 유승 . 2 •응、/조 sin45 ° = 응 

••• K-ACP = y BD ' S AACP = y^ ,S ^ n45 °'^ = ^ y ^ 

[례到 변의 길이가 «인 바른3각형 ABC 를 BC 에 평행 인 직 
선 PQ 를 축으로 하여 접되 평 면 APQ 丄평 면 BCQP 되 게 하였 다. 
( PeAB , QeAC ) A 에서 PQ 까지의 거리를 표라고 할 때 

1) 접은 후에 A 에서 B 까지의 거리의 최소값을 구하라. 

2) 접은 후에 Z 公고 C =0 라고 할 때 COS0 의 최소값을 구하라. 

(설명 ) (그림 2-74) PQ , BC 의 가운데점을 각각 M , D 라고 하자. 



1) AP = AQ 이므로 AM 丄 PQ AM = x 라고 하면 
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평면 APQ 丄평면 BCQP 이므로 AM 丄평면 BCQP 
직3각형 AMD 에서 AD 2 =AM 2 +MD 2 , MD 丄 BC 이므로 AD 丄 BC 
직 3각형 ADB 에서 AB 2 = AD 1 + BD 2 


AB 2 =2(x-^-a) 2 +^~ 


V3 VlO 

义 = _厂0일 때 AB 의 최 소값은 ᅮ며® 이 며 이 때 PQ 는 AABC 의 중 
4 4 

간선 이 다. 

2) AABC 에서 코시누스정리에 의하여 
n AB 2 + AC 2 - BC 2 , a 1 

COS0 = - = 1 - 7- 

2-AB~AC 2AB 2 

AB 2 이 최 소일 때 cos 0 도 최 소로 된다. 

AB 2 의 최 소값은 |이 므로 cos 0 의 최 소값은 | 이 다. 

이때 PQ 는 AABC 의 중간선이다. 


[ 례 4] 직4각형 ABCD 에 서 싶公 < 公 C , 싶 C = 2& 이 다. AC 를 축으 
로 하여 4각형 을 접 어 AABC 丄ᅀ ADC 되 게 하였다. 이때 公公 = ^ 임 
을 알고 AB 와 BC 의 길이를 구하여라. (그림 2-75) 

(설명) ZBAC=a, AB = x, 公 C = 少라 고 하면 
x = 2>/2 cosa , y = 2>/2 sina 
D 에서 AC 에 그은 수직선의 밑점을 E 라고 하면 


DE = ^ = y[lsm7a 
AC 

CE = = 2V2cos 2 a, 
AC 


AE = AC-CE = 2^/2 sin 2 o 


ᅀ ABE 에 서 BE 2 = AB 2 + AE 2 - 2AB • AE • cos a 

= 8 sin 4 a -16 sin 2 a cos 2 a +8 cos 2 a 
ᅀ ABC 丄 A ADC , DE 丄 AC 이므로 DE 丄 AABC , DE 丄 BE 
직 3 각형 DEB 에서 BD 2 = DE 2 + BE 1 
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5 = (V2sin2a) 2 + 8 sin 4 Oc -16 sin 2 oc cos 2 oc +8 cos 2 a 
= 8(sin 4 a +cos 4 a) = 8(l-^sin 2 2a) 

이것을 풀면 sin2a = 흑 

a 는 뾰족각이므로 a =30° 

... AB = x = 4 금， BC = y = yl2 



그림 2-75 

옆면의 전개에 관한 문제 

[례 1] 3각기둥의 밑면이 직3각형 ABC 인데 ZACB =90°, AB =2, 
ZABC =15° 이다. 이 각기둥의 두 옆면 C X CAA X , QCBB ^ 전개하여 
한 평면에 놓았을 때 q 乂丄 q 公이다. 이 각기둥의 체적파 옆면적을 
구하라. (그림 2-76) 

(설명) ^C = 2sinl5°, BC = 2cosl5° 

직3각형 乂다公에서 
CCf = AC • BC 
... =4sinl5°-cosl5° = l 

V =S “BC . h= 능 

AB =2 이므로 

S 옆 ：: (2 + 2sinl5 0 + 2cosl5 0 )./7 = 

= 2 + V6 
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그림 2-76 




[례到 직6면체 닢公 C 公-서公厂와에서 AB =5, BC =4, CCi =3°1 pK 
점 시를 떠나 직6면체의 겉면을 따라 점 C 까지 가는 가장 짧은 거리 
는 무엇인가?(그림 2-77) 


(설명) 전개하는 방법이 세가 
지 있다. 

직4각형 AiDCBi 에서 
AiC=V74 

직4각형 AiE^CBi 에서 
AiC = V 86 
직4각형 AiCtCA 에서 
AiC=V90 

따라서 시에서 C 까지 가는 가 
장짧은거리는 #이다. 



련습문제 

1. 직6면체의 세 면의 면적이 각각 、 fi , 、 B , W 이면 이 직6면체 
의 대각선의 길이는 ( )이다. 

① © 5、巧 ③ 3 ④ 우의 답은 모두 틀린다. 

2. 바른6면체의 8개의 정점가운데 4개의 정점은 바른4면체의 정점으 

로 된다. 바른6면체와 바른4면체의 겉면적의 비는 ( ) 이다. 

① © s ® 폭 ® 총 

3. 한 원기둥파 한 원뿔의 밑면의 직경파 높이가 모두 구의 직경파 
같으면 원기둥, 구, 원뿔의 체적의 비는 ( )이다. 

① 24:32:8 ② 3:2:1 ③ 6：4： ^3 ④ 3:2:3 

4. 원뿔을 밑면에 평행인 평면으로 잘랐다. 자름면의 면적파 밑면의 면적 
의 비가 1:2이면 그의 높이가 나누어진 두 부분의 길이의 비는 ( )이다. 

① 1： V 2 ② 1:4 ③ 1:(7조 + 1) ④ 1:(七一1) 
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5. 직 6 면체의 세 모서리가 같은 차수렬을 이루고 대각선의 길이가 
5^2, 겉면적이 94이면 그의 체적은 ( )이다. 

6. 원뿔의 축을 지나는 자름면이 바른3각형이면 그의 옆면적은 밑면 

적의 ( ) 배이다. 

7. 원뿔의 밑면의 반경이 3, 높이가 4이면 옆면의 전개도의 중심각 

은 ( ) 이다. 

8. 체적 이 、1국 인 바른4면체 의 모서 리 의 길이 는 ( )이 다. 

9. 원기둥의 옆면의 전개도가 바른4각형이면 그의 옆면적은 두 밑면 
적 의 합의 ( )배이 다. 

10. 구면의 면적이 본래의 2배로 늘어나면 체적은 본래 체적의 ( ) 배 
로 된다. 

11. 원뿔대의 웃밑면, 아래밑면의 반경이 각각 2, 3이다. 그의 중간 
자름면의 면적 은 ( )이다. 

12. 직평행6면체의 밑면이 등변4각형이고 두 대각선면의 면적이 각 
각 Qi ， 요이면 그의 옆면적은 ( )이다. 

13. 바른 n 각기둥의 매 서로 이웃한 두 옆면이 이루는 2면각은 ( ) 
이다. 


14. 직6면체의 한 대각선이 한 점에서 나가는 세 모서리와 이루는 각 
이 각각 a , j 3, r 이면 sin 2 a + sin 2 P + sin 2 y = ( )이다. 

만일 한 대각선이 세 면파 이루는 각이 a , )3, r 이면 

sin 2 a + sin 2 (3 + sin 2 y = ( ) 이 다. 
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15. 한 구에 외접한 바른6면체의 겉면적이 6이면 이 구의 체적은 ( ) 

이다. 


16. 바른6각뿔의 높이가 m , 옆면파 밑면이 이루는 각이 a 이면 이 
6각뿔의 겉면적은 얼마인가? 

17. 원기둥, 반구, 원뿔이 각각 1개 있다. 그것들의 자름면의 반경 
이 모두 R 이다. 원기둥, 원뿔의 높이도 R 이다. 이 세 도형의 체적의 
비, 겉면적의 비를 구하여라. 

18. 빗3각기둥의 옆모서리가 8이고 옆모서리와 밑면이 이루는 각이 
60°이며 매 옆모서리사이의 거리가 각각 3, 4, 5이다. 이 각기둥의 체 
적 및 겉면적을 구하여라. 

19. 바른3각뿔의 밑면의 변의 길이 가 a 이 다. 

1) 옆면의 정각이 60°일 때 옆모서리와 밑면이 마주하고있는 모서 
리사이의 각 및 거리를 구하라. 

2) 옆면파 밑면사이의 각이 60°일 때 밑면파 마주하고있는 옆모서 
리사이의 거리를 구하라. 

20. 바른4각뿔의 밑면의 변의 길이와 높이의 비는 2:1이다. 두 옆면 
사이의 각을 구하여라. 

21. 원뿔대의 한 밑면의 반경이 다른 한 밑변의 반경의 2배이고 옆 
면적은 두 밑면적의 합파 같으며 축자름면의 면적은 36이다. 이 원뿔 
대의 체적 및 옆면적을 구하여라. 

22. 원뿔대의 두 밑면적이 각각 7 C , 97 C 이며 옆면의 전개도는 고리 
형의 한 부분이다. 고리형의 전체 면적이 원뿔대의 겉면적파 같을 때 
원뿔대의 모선의 길이를 구하여라. 


23. 반경 이 묘인 원형 철판이 있다. 여 기 에서 부채형 을 잘라내 여 최 대 
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용량을 가지는 원뿔모양의 그릇을 만들려고 한다. 부채형의 중심각을 
얼마로 하여 야 하는가? 

24. 4면 체 ABCD 에서 AB=BC=CD=DA, AC=BD 이다. AC 가 어 
떤 값을 가질 때 4면체의 체적이 최대로 되겠는가? 


25. 바른3각뿔의 세 옆모서리의 길이가 모두 1이다. 이 3각뿔의 겉 
면적 이 보다 클수 없다는것 을 증명하여 라. 


26. 원뿔대의 웃밑면, 아래밑면의 반경이 각각 r, R 이다. 

원뿔대의 두 모선을 지나는 자름면파 밑면사이의 각이 a ( 자름면은 

축파 사귀지 않는다. )이고 자름면파 밑면이 사귀여 생기는 자름선에 대 
한 중심각이 «°이다. 이 자름면의 면적을 구하여라. 

27. 바른4각뿔의 밑면의 한 변의 길이와 옆모서리의 길이의 비가 

다. 밑면의 한 대각선을 지나며 한 옆모서리에 평행인 자름 
면을 그렸을 때 이 자름면 에 의하여 나누어 지 는 바론4각뿔의 두 부분 
의 체적의 비 및 자름면파 밑면사이의 각을 구하여라. 

28. 4면체의 한쌍의 맞은변에 평행인 평면으로 4면체를 자를 때 자 
름면의 면적이 최대로 될 때의 위치를 정하여라. 

29. 바른4각뿔 M—ABCD 의 밑면의 변의 길이가 a 이고 옆면파 밑면 
사이의 각이 a 이다. 밑면의 한 변을 지 나는 각뿔의 자름면이 밑면파 
)3 의 각을 이룰 때 이 자름면의 면적을 구하여라. 

30. 원뿔대의 모선의 길이는 씬=20, 웃밑면의 반경이 n=5, 아 
래밑 면의 반경 이 r 2 = 10 이 다. 모선 AB 의 가운데점 보에 서 한마리 
의 개미가 옆면을 따라 B 까지 가는 가장 짧은 거리는 얼마인가? 
그 로정의 한 점파 웃밑면의 둘레의 한 점사이의 거리가운데서 가 
장 짧은 거리는 얼마인가? 
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31. 원뿔의 밑면의 반경이 OA =10 cm , 모선이 VA =30 cm 이다. 점 A 를 
떠나 원뿔면을 한바퀴 돌아 제자리에 오는 가장 짧은 로정은 얼마인가? 
그 로정의 한 점으로부터 밑면까지의 가장 긴 거리는 얼마인가? 

32. 원뿔의 정점 O 로부터 15 cm 떨어져있는 원뿔면의 점 A 로부 
터 출발하여 원뿔면을 따라 한바퀴 돌아 A 로 오는 가장 짧은 로정 
의 길이가 24 cm 이다. A 가 정점 O 로부터 가장 멀리에 있는 점이고 
점 B 가 O 로부터 가장 가까이에 있는 로정우의 점일 때 OB 의 길 
이를 구하여라. 

33. 위성이 지구겉면으로부터 h 만한 높이에 있을 때 지구겉면을 볼 
수 있는 면적 이 S 이 다. S 와 h 사이 의 함수관계를 이 끌어 내여 라. 만일 
관측자가 볼수 있는 지구의 겉면적이 지구의 전체 면적의 h ■파 같으 
면 위성은 지구면으로부터 얼마만큼 떨어져있겠는가? 

34. 한 반구모양의 용기가 있다. 거기에 물을 가득 채운 후 그것을 
45°기 울이 면 용기안에 는 물이 12%정 도 남게 된다는것 을 증명 하여 라. 

(▽곁구=丄71서(3穴一/2) 또는 V 곁구=士71八(八 2 +3 r 2 ), (h 는 곁구의 높 
3 6 

이, r 는 밑면의 반경, 穴는 구의 반경이다. ) 

35. 그림 2—78에서 O 는 지구의 중심이다. 지구의 반경은 R , 지구 
면의 두 점 A , 묘의 경도차는 a 2 - a u 두 점 A , B 를 각각 지나는 
경도선파 위도선이 두 점 C , D 에서 사귄다. A , B 의 위도가 각각 
P2，Pi 일 때 

1) cosZJO 公 = sinP 1 ‘sinP 2 +cosP 1 .cosP 2 .cos(oc 2 -oc 1 ) 임을 증명 
하여 라. 

2) a 2 - a , = j , P 2 = + , sinp ^ 스^^일 때 두 점 A , B 사이 

의 구면거리를 구하여 라. (지구의 반경은 R =6 400 kra ) 
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17. V 원기둥 : V 반구 : V 원뿔 =3:2:1 

S 원기둥 : S 반구 : S 원뿔 =4:2: (l + W ) 

18. (그림 2-80) 옆모서리와 자름면 
은 수직이 므로 V=S 자， 8=48 이 고 각기 
둥의 높이 는 4>/3 , V=S 밑 .h 이 므로 
S 밑 = 4、J 공 

S 전 =8(3+4+5) +2 • 4、/^ = 
=96+8>/3 


19. (그림 2-81) 1) 조건으로부터 옆 
모서 리의 길이는 a 이고 보의 
밑면에 대한 사영 O 는 밑면의 
무게 중심이 고 AO 丄 BC 이 다. 

따라서 AM 丄 BC 
즉 옆모서리와 밑면이 마주 
하고있는 모서리사이의 각은 
90° 이다. 

BC 의 가운데점 P 를 취하면 
ᅀ APM 은 밑변이 a , 옆변이 

la 인 2등변3각형 이 다. 

2 

AM 의 가운데점을 Q 라고 하 
면 PQ 는 AM 파 BC 사이의 거리이다. 

서 

-- a 

2 

2) 조건으로부터 보의 밑면에 대한 사영 O 는 무게중심이다. AO 의 연 



그림 2-81 


계산하면 PQ = 


장선이 BC 와 사귀는 점을 P 라고 하면 ZMPO =60° 임을 말할수 있다. 

Ap= >/3 oP = i 이므로 MP =— a , AM = 스 ^ a 
2 ' 6 3 6 

모에서 AM 에 그은 수직선의 밑점을 Q 라고 하면 PQ 가 AM 파 BC 사 
이의 거리이다. 
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3 /y 

AM • PQ=MP • APsin 60° 로부터 PQ = — -a 이 다. 

14 

20. (그림 2-82) 높이 를 jc 라고 하면 BC = 2 x , PB 나弓 x 
A 에서 PB 에 그은 수직선의 밑점을 Q 라고 하면 AAPBeACPB 이므 
로 CQ 丄 PB 


이다. 

옆면의 높이는 


、卜 2 - tf| 나니 

PB • AQ=AB • h ， 로부터 
2^/6 

AQ=CQ=i 李麥 : 

AAQC 에 [ 서 코시 누스정 리 로부터 
cos a = —— 

2 



그림 2-82 


= 120 ° 

21. V =847 T , S =457 T 

22. 원뿔대를 연장하여 원뿔을 만들었을 때 작은 원뿔의 모선을 X, 

원뿔대의 모선을 씬라고 하면 x = -l 
2 

조건으로부터 관에 관한 방정식을 만들면 관 = 1 +兵이다. 


23. 떼여버리는 부채형의 중심각을 a , ᅮ은 부채 형으로 만든 원뿔의 모선을 
R , 밑면의 반경을 r 라고 하면 높이는 나 R 2 - r 2 이고 (271 - a)R = 2 nr 


V = - nr 2 h = - nr 2 yjR 2 - r 2 




'2 R 2 ) 


최 
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， 2 =2R 2 -2r 2 일 때 즉 네요 일 때 

3 

(271-OC) 穴 = 27ir 로부터 a=2 (l-^)n 


24. (그림 2-83) BD, AC 의 가운데점을 각각 E, F 라고 하자. 
AB=AD, CB=CD 이 므로 AF 丄 BD, CF 丄 BD 
/. BD 丄평면 AFC 


^A-BCD = ^B-ACF + ^D-ACF = 公五》 • 器 aA1 

BD = 2X 라고 하면 _ 

DF=AE=x, AF= 
AABDeABCD 이므로 
FE 丄 AC, AF=CF 
EF = ᅴ AF 2 _ AE 2 = 사 a 1 -2x 2 

(유슛 

S aACF =^EFAC = x 、 ja 2 -2x 2 



V A _ BCD = 능 2x.x. 、 la 2 -2x 2 = ^x 2 ^a 2 -2x 2 = 


: y 태며 ♦ 

a 2 - 2x 2 =x 2 즉 x = ^~a 일 때 V 최대 = 


25. 바른 3 각뿔의 밑면의 변의 길이를 a 라고 하면 

S 겉 = 丄公 2 sin 60° +3x — — — = 곧 - a 2 + —-\/4 —a 2 
2 2 )/4 4 4 

즉 4S-y/3a 2 =3ay/4-a 2 
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두 변을 두제곱하고 정 돈하면 3a 4 - (2y/3S + 9)a 2 + 45 12 = 0 
D = (iSs + 9j - 12 x 4, = -9 (4, - 4^35 - 9> 0 

... 45 2 -4>/35-9<0 

2차방정 식의 두 풀이 는 2시, 이 므로 0<* S <2 시 

2 2 2 

쇼시보다 클수 없다. 



27. (그림 2-85) PD 의 가운데점 M 을 취하면 OMIIPB 
:. AAMC 가 구하려는 자름면이다. 

이 자름면에 의하여 3각뿔 M _ ADC 가 얻어 진다. 바른4각뿔의 높이 
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를 h, 밑면적을 S 라고 하면 3 각뿔 M —ADC 의 높이는 느, 밑면적은 
S 2 

i 로 된다. 

1 Sh 1 

V3 각쁠 =-= — V ■바론 4 각쁠 

3 4 4 

따라서 자름면은 4 각뿔을 체적의 비가 1:3 이 되게 두 부분으로 나눈 
다. M 0 丄 公0丄 고 C 이 므로 公 가 자름면파 밑 면사이 의 

각이 고 ZMOD = ZPBD 이 다. 


cos ZPBD = 


PB 2 + BD 2 - PD 2 _ S 
2 PBBD _ T " 


ZMOD = 30° 


28. (그림 2-86) Pe 公 C 에서 Pg // C 左* 되게 公 e 고公 를, PM " AB 
되게 MeBC 를， MV // C 公되게 N gBD 를 정하면 P 2 //MV 이다. 
AQ :QD = AP :PC = BM : MC = BN : ND 이 므로 
QN " AB , QN II PM 

:. 평행4변형 PQNM 은 구하려는 자름면이다. AP = x , 

PQ = a , PM = b , ZPQN = oc 로 놓으면 8자= 必 sinoc 이 다. 


CD~^C ， ~AB 

~^4 

—— =1 

- 균이므로 

_ CD 

公 = 

ab[\ 

-늬 

a=x 'Jc , 


AC) 

S 자 = @.;c •싶公 fl 

AC { 

-丄、 1 

sin a 

= CD . AB . sina • 

AC) 

< CD-AB-sma[- 

1 = i 

AB-CD sina 

ᄌ — 1 X 


AC 


~AC~ ~AC' 


~Y 



즉 P 가 고신의 가운데점일 때 자름면의 면적이 최대로 된다. 
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그립 2-明 


그립 2-87 



29. (그림 2-87) BC , AD 의 가운데점을 P , K 라고 하면 ZMPK = 
a 이 다. AMPK 에 서 ZTPK =)3 되 게 MK 우에 T 를 정 하고 고를 지 나 
AB 에 평행선을 그어 MA , MD 와 사귀는 점을 각각 E , H 라고 하자. (분 
명히 j 8 <a 그렇지 않으면 자름면은 존재하지 않는다. ) 

BC 丄평면 MPK 이므로 BC 丄 PT , KP 丄 BC . 

j 3= ZTPK 가 자름면파 밑면이 만드는 2면각의 평면각이다. 

바론제형 EHCB 는 구하려는 자름면이다. 

_ TP a 


sin (a + 13 ) , 


MK = - = MP 

2 cos a 


ti (a -13 ) sin (a + P ) 2 cosa - sin(a 

MT = — 나 0 이) 、 

2 cos a • sin (a + P ) 
g = I 이므로 ^_ asin ( a -|3) 
iD MK sin(oc + p ) 

vm 4 - Rr\pr = 4 sin ( a -|3) 1_ 


~(EH + BC)PT = 


2 [ sin(a + p ) 」 sin(oc + p ) 
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a 2 sina [sin (a + P ) + sin (a - P )] - a 2 sin 2 occosp 
2 sin 2 (a + (3) sin 2 (a + P ) 


30. (그림 2-88) 


5 OA 

— = -이 ᄃ 1 로 

10 公4 + 20 


OA = 20, 


271 -10 K 

a = - = — 

40 2 


직3각형 MOB 에서 OM =30, OB =40 이므로 MB =50 
즉 개미가 가는 가장 짧은 거리는 50이다. 

O 에서 MB 에 그은 수직선의 밑점을 Q , 웃밑면의 둘레와 사귀는 점 
을 P 라고 하면 PQ 가 구하려는 가장 짧은 거리이다. 


직 3 각형 보에에서 ° Q = 9 1^ = 24 



31. (그림 2-89) AA = 2 JP = 2-30 -siny = 30>/3 
가장 짧은 경 로는 30>/3 이 다. 

이 로정의 점으로부터 V 까지의 거리가 최소로 되자면 그 점으로부터 
밑면까지의 거리가 최대로 되여야 한다. 

즉 모선 VB 와 로정파의 사귐점 P 로부터 밑면까지의 거리가 최대로 
되여야 한다. 
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그림 2-91 


34. (그림 2-92) V 반구= |끄穴 3 (즉 물의 체적 ) 
경사지게 한 후 남은 물은 결구를 만든다. 



그립 2-92 


35. (그림 2-93) 1) 조건으로부터 

，AOB = ZCOD = a 2 - a ', ZAOC = ^ 2 , Z 公公公 = & 
점 A , B 를 지나는 작은 원의 반경을 r 라고 하면 
OO x 2 = R 2 - r 2 = BD 2 -( R - r ) 2 
BD 2 =2 R 2 -2 Rcos 

... R 2 - r 2 =2 R 2 -2 R 2 cos ^- R 2 +2 Rr - r 2 

r = R cos Pj 

i 타찬;斗지로 굴！•면 r = i ? cosp 2 
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계 3 장 도형의 방정저 


1. 원둘레의 방정식 

1) 원둘레의 방정식 (그림 3-1) 


- I . 중심이 ( a , 6) 이고 반경이 묘인 원둘레의 방정식 


( x - a ) 2 +( y-bf = R 2 
원둘레의 일반방정식 
x 2 + y 2 +Dx + Ey + F = 0 


c . 원둘레의 보조변수방정식 


[x = a + i ? cos 0 
\y = b RsinQ 


(0: 보조변수) 



2) 원둘레와의 자리관계 


기. 원둘레와 점파의 자리관계 

PU。, 少。) 이고 원둘레 C 의 방정식이 fix , 少) = 0 일 때 

• /(入, 少。) =0이면 점 모는 원둘레 예 놓인다. 

• f ( x a , 少。) <0이면 점 P 는 원둘레 C 의 아낙에 있다. 

• /(人, 少。) >0이면 점 P 는 원둘레 C 의 바깥에 있다. 

점 모에서 원둘레까지 
의 최대거리는 그림 3—2에서 
보는바와 같이 점 P 와 중심 
O 를 지나는 직선의 원둘레와 
사귀는 점을 각각 A, B 라고 
할 때 PA 之 PB 이면 PA 이고 
최소거리는 PB 이다. 

1-. 원둘레와 직선의 자리관계 

그림 3-2 
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원둘레의 방정식이 f ( x , y ) = 0, 직선의 방정식이 g ( x , 少) = 0일 때 
\ f ( x , 少) = 0 

련립 방정식 ' 、 이 두쌍의 서로 다른 풀이 를 가지면 원둘레 

U (ᄌ, 少) = 0 

와 직선은 사귀며 한쌍의 풀이를 가지면 직선은 원둘레에 접하고 풀이 
를 가지지 않으면 직선파 원둘레는 서로 떨어져있다. 

두 원둘레의 자리관계 

두 원둘레의 방정식들로 이루어진 련립두변수2차방정식이 두쌍의 서 
로 다른 풀이를 가지면 두 원둘레는 사귀며 한쌍의 풀이를 가지면 접 
하고 풀이를 가지지 않으면 서로 떨어져있다. 

3) 문제풀이의 묘리 

원둘레외 방정식 구하기문제 

[례 1] 두 직선이 각각 일정한 점 A ( a ,0), B ( — a , 0) 를 지나면서 움 
직 인다. 또한 두 직선의 少단편이 각각 m , «이고 w « = a 2 이다. 

이 두 직선의 사귐점의 자리길방정식을 구하여라 

(설명) 두 직선은 각각 (이 0) 파 (0, m ) 및 (一 a , 0), (0, 비을 

지나므로 사: 즈+ 스 = 1, 식:스+ 즈 = 1로놓을수있다. 
am -an 

八과 八의 사귐점을 p ( x , >；) 라고 하면 

a — y 2 i 

이며 mn = a 이 므로 

_ a y 

a + x 

x 2 + y 2 = a 2 

따라서 구하려는 자리길은 (0, 0) 을 중심으로 하고 |«|를 반경으로 
하는 원둘레이다. 

[례到 ᅀ ABC 에서 A (2, -2), B (5, 3), C (3, 一 1) 일 때 이 3각형의 
외접원둘레의 방정식을 구하여라. 
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(설명) 첫째 방법: 구하려는 원둘레의 방정식을 x 2 + y 2 +Dx + Ey + 
+，= 0 으로 놓으면 세 점 A, B, C 는 원둘레 에 있으므로 

f 4 + 4 + 2 D -2 E + F = 0 
\ l 5 + 9 + 5 D + 3 E + F = 0 
{ 9 + l + 3 D-E + F = 0 

이 식을 풀면 D=8, E=-10, F=-44 

그러므로 구하려는 방정식은 x 2 + + 8x- 10^ - 44 = 0 

둘째 방법 : 3 각형의 외접원의 중심은 세 변의 수직 2 등분선의 사귐점 
이다. 그러므로 외접원의 중심은 두 변의 수직2등분선의 사귐점이고 
반경은 그 사귐점으로부터 한 정점까지의 거리이다. 

AB 의 수직 2 등분선과 AC 의 수직 2 등분선의 방정식은 각각 
3;c + 5y-13 = 0, jc+y_l = 0 이며 이 두 방정식으로부터 두 직선의 
사귐점 즉 원의 중심 P(-4, 5) 를 엄는다. 

원의 반경은 PA = V 85 

구하려는 원둘레의 방정식은 (x + 4) 2 +(>；-5) 2 =85 

[례到 중심이 직선 少 = -4 义 우에 있고 직선 ᅪ少 = 1 파 점 P(3, -2) 
에서 접하는 원둘레의 방정식을 구하여라. 

(설명) (그림 3-3) 

첫째 방법: 원둘레의 방정식 
을 分一句 2 +(少一스) 2 =/? 2 으로 놓 
으면 문제의 의미로부터 


公 = -4 a 

< (3- af +(-2- b ) 2 = R 2 

卜厂 - 1 1 =R 

[ V2 

이 식을 풀면 

a = \, b = - A , R = 2 y /2 
따라서 원둘레의 방정식은 
야_1)2+(少 + 4) 2 = 8 
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둘째 방법 : 그림 3—3에서와 같이 원의 중심을 C 로 놓으면 PC 丄씬 이므 
로 직선 PC 의 방정식은 j + 2 = ; c -3 이다. 직선 JC + 少 = 1을 씬로 하자. 

따라서 원의 중심은 

+ 2 = x — 3 厂 

=» C ( l , -4) , R = PC = 2 V 2 

y = -4 x 

즉 원둘레의 방정식은 ( x -1) 2 +(>； + 4) 2 =8 

[례 4] 원둘레 ; c 2 + 少 2 - 2 ;c = 0 에 접 
하며 직선 씬: jc + ^ 少 = 0파 점 (3, 

一에서 접하는 원둘레의 방정식 
을 구하여라. 

(설명) 구하려는 원둘레의 방정식을 
( X - a ) 2 +( y-bf = R 2 으로 놓자. 

그림 3—4에서 보는바와 같이 BP 丄 
L 원둘레 A 의 중심은 (1, 0) 이고 반 
경은 R =1 이다. 

구하려는 원의 중심을 B 라고 하면 AB 는 두 반경의 합이므로 

[AB = R a +R b J 、 /(“ 一 l) 2 + 公 2 =1 + ^/( 公一 3) 2 +(6 + 々 ) 2 

\ K bp . K l =-1^\ 쓰쇼 쇼 

I «-3 3 

^ yl ( a - l ) 2 +3( a -4) 2 =2| a _3| + l 

기. a 之3 일 때 

V ( a - l ) 2 +3( a -4) 2 =2( a -3) + l =^a = 4, b = 0, R = 2 

원둘레의 방정식은 ( x -4) 2 + y 2 =4 
a <3 일 때 

V ( a - l ) 2 +3(4- a ) 2 =2(3- a ) + l => a = 0, b = —4>/3, R = 6 

... 원둘레의 방정식은 x 2 +(j + 4 V 3) 2 =36 
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[례引 반경이 1이고 원둘레 0: jc 2 + /=4 와 점 P (|, f ) 에서 접 
하는 원둘레의 방정식을 구하여라. ~ ~ 

(설명 ) 원둘레 O 에 외접하는 경우와 내접하는 경우가 있다. 

외접할 때 중심사이의 거 리는 PO+POi =2 + 1=3 
내접할 때 중심사이의 거리는 PO-POi =2-1 = 1 
여(사 , 此)으로 놓으면 외 접 하는 경 우에 

|니;：，，冬 3 今. 

원둘레의 방정식은 야一|) 2 +(少一^0 2 =1 
마찬가지 로 내 접하는 경 우의 원둘레방정 식 을 구한다. 


[례 6] 원둘레 C 는 y 축에 관하여 대칭이고 포물선 少 2 =4 jc 의 모임점 
을 지 나며 직선 = x 에 의하여 잘리운 두 활등의 길이의 비는 1:2 이 
다. 이 원둘레의 방정식을 구하여라. 

(설명) (그림 3-5) 원둘레가 y 축에 
관하여 대칭이므로 구하려는 원둘레의 
방정식은 x 2 + ( y - b ) 2 = R 2 
y 1 = 4 x 7 \ 모임 점 F ( l , 0) 을 지나 므 
로 1 + b 2 = R 2 ① 

CD 가 (0, b ) 으로부터 직선 y = xv \ 

지의 거 리이므로 c_D = Ji 



少 = x 에 의 하여 나누어 지 는 부분의 
길이의 비가 1:2이므로 ZACB =120° 이며 


: ZACD = 的。， AD = 

직 3각형 ADC 에 서 고 C 2 = 요 D 2 + C 公 2 이 므로 


= f R 
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R 2 = ( i ) 2 + CyR ) 2 ^ R 2 = 2 b 2 ② 

①, ②로부터 b 2 =\ 즉 b = ±\, R 2 =2 
원둘레의 방정식은 

戶 +( 少+ 1) 2 =2 또는 x 2 +( y - l ) 2 = 2 

[례 7] 원점을 지나며 원 C 1 : x 2 + y 2 -6 x + 8 y = 0, C 2 : x 2 + y 2 -2 x - 
_2少_7 = 0파 직교하는 원둘레의 방정식을 구하여라 

(설명) 두 원둘레가 직교한다는것은 두 원둘레의 사귐점에서 매 원 
에 그은 접선들이 수직을 이룬다는것이다. 그러므로 두 원이 직교하는 
경우에 사귐점파 두 중심을 정점으로 하는 3각형은 직3각형으로 된다. 
구하려는 원둘레는 원점을 지나므로 방정식을 ? + 3； 2 +1切 +직 y = 0 으 
로 놓을수 있다. 

이때 원의 중심은 (- y , -|), 반경은 ^° 2+£2 이다. 

이 원과 다 이 직교하고 다 (3, -4), 穴 Ci =5 이므로 

(一운 - " + (_ | + 4)2 = ( Ry + ( |)2 +25^3B-4E = 0 

마찬가지로 하면 D + E=7 

이 두식으로부터 D=4, E=3 

/. 원둘레의 방정식은 x 2 + y 2 +4 x + 3 y = 0 

[례 8] 중심이 직선 : c -3 少 = 0우에 있고 y 축에 접하며 직선 少 = 义가 
이 원둘레에 의하여 잘리워 생긴 선분(활줄)의 길이가 W 이다. 이 원 
둘레의 방정식을 구하여라. 

(설명) 원의 중심이 직선 jc -3 少 = 0우에 있으므로 원의 중심은 
(3 a , a ) 이 며 y 축에 접 하므로 반경 은 穴 = |3 a | 로 된 다. 

원둘레의 방정식을 (; c -3 a ) 2 + Cy - a ) 2 =9 a 2 로 놓을수 있다. 

= x 가 잘리워 생긴 활줄의 길이가 >이므로 
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9 " 2=( 보 2 +4) 2 이 =± i 

원둘레의 방정식은 

야-1) 2 +(씨) 2 =유 타 (씨) 2 + Cy + 士) 2 =유 

V 2 V 2 

[례 9] 타원 ᅲ + ᅭ_ = 1 의 아낙에 원둘레가 있는데 긴 축의 오른쪽에 
16 4 

서 타원파 짧은 축에 접하고있다. 

림 3—6) 

(설명) 문제의 의미로부터 원 
의 중심은 x 축우에 있다. 

원의 중심 을 C ( a , 0) 으로 놓 
으면 짧은 축에 접하므로 중심 
C 로부터 짧은 축까지의 거리 
|«|가 원의 반경 으로 된다. 원파 
타원의 한 접점을 M ( x 0 , y 0 ) 

이라고 하면 접점 M 을 지나 
는 타원의 접선의 방정식은 

n Q +4,3； Q =16 이고 접점 보올 지나는 원의 접선의 방정식은 
x - x o -2 a -^^- + y - y o = 0 즉 (자 一 a)x + 少 0 •少 = ax 。 

이 두 방정식은 동일한 접선을 나타내므로 
사 . 少 0 = 4 少 0 (자 - a ) , ax ] = 16( x 0 - a ) 

° a 2 = 3, a = y /3 ( a = -、 l 국 은 버 린 다. ) 

ax 0 =4 

원둘레의 방정식은 (ᄌ一々) 2 +少 2 =3 



이 원둘레의 방정식을 구하여라. (그 
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원의 가름선과 활줄의 길이 구하기문제 

[례 1] 직선 jc + 2 少一2 = 0이 원둘레 x 2 +/=2 에 의하여 잘리운 부 
분(활줄의 길이 )을 구하여라. 

fx + 2y-2 = 0 7 

(설명) 첫째 방법 : j 났+乂 =2 다5/-8>나2 = 0 

8 2 
少!+少2=궁， 凡•少2=궁 

활줄의 길이 시(시) 2 (1 +는) = 


= ^ [此”方-예^ + 읍卜 


(1 + 4)=|>/30 


(여기서 



둘째 방법 : (그림 3-7) 점 O 에서 
AB 에 그은 수직선의 밑점을 D 라 


고 하면 


에 = &土으」= 2 


、/궁 ~y/5 


= T 이 


고 OA = R = 、反 이므로 
직 3 각형 ADO 에서 


AD 니 R 2 -OD 2 」투 

, AB = 2AD= 2 -^- 
5 



[례到 변화률이 2인 직선과 원둘레 x 2 +y 2 = 25 가 사귀는데 이때 생 
기는 활줄의 길이가 8이다. 직선의 방정식을 구하여라. 

(설명 ) 첫째 방법 : 직선의 방정식 을 少 = 2义 + 6로 놓자. 

원의 반경은 5, 활줄의 길이의 절반은 4 이므로 피타고라스정리에 의 
하여 중심에서 활줄까지의 거리는 3 이다. 
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b = ±3^5 


3 욕 ■， 

3 "77tt 

즉 구하려는 직선의 방정식은 y = 2 x ±3 j 
둘째 방법: 직선의 방정식을 少 = 2 jc + & 로 놓자. 

Irf 。 5 가 4 네 = 0 
나 2 + 少 2 =25 

8 = 나 [ (지+사) 2 _4쩨 (1 + 灰 2 ) = 


段 _ 4 .부 


-4b 2 +500 


5 


b 2 =45, b = ±3、H _ 

즉 구하려는 직선의 방정식은 y = 2 x ±3 yf 5 


[례到 원둘레 戶+/=요 2 아낙의 한 점^4 ( a , 6) 를 지 나며 이때 생 
기는 활줄이 점 乂에 의하여 2등분되는 직선의 방정식을 구하여라. 

(설명) 첫째 방법: a , b 가 모두 0 이 아닐 때 쑈이므로 
a a 

활줄의 변화률은 一;^■이다. 

따라서 활줄이 놓이는 직선의 방정식은 y~b = -^( x - a ) 

즉 ax + by = a 2 + b 2 

a = 0, 6 목 0 일 때 직선의 방정식은 y = b 
a ^ O , 6 = 0일 때 직선의 방정식은 x = a 
따라서 구하려는 직선의 방정식은 ax + by = a 2 + b 2 
둘째 방법 : A ( a , 가 활줄의 가운데 점 이 므로 활줄의 한 끝점 을 

九)로 놓으면 다른 끝점의 자리 표는 가운데점의 자리 표 공식으 
로부터 C ( la - x v 2 b - y ^ 

B , C 가 원둘레우에 있으므로 
| 자 2 + y \ = R 2 ① 

{(2a-x 1 ) 2 + (26-j ； 1 ) 2 =i? 2 ② 
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®—© ax l + by x = a 2 + b 2 

따라서 구하려는 방정식은 ax + by = a 2 + b 2 


원의 접선의 방정식 구하기문제 

[례 1] 두 직선 3 j ( + 少一5 = 0파 2 j (-3 少+ 4 = 0의 사귐점 A 를 지나 
며 x 2 +/=l 에 접하는 접선의 방정식을 구하여라. 


(설명) 첫째 방법 : 


3 x + .y - 5 = 0 
2 x -3 j ； + 4 = 0 


=> A ( l , 2) 


A 는 원둘레에 놓이지 않는다. 점 A 를 지나는 접선의 방정식을 
少一 2 = A :( jc -1) 로 놓으면 원 ?+少 2 =1의 중심이 (0, 0), 반경이 1이 


므로 원의 중심으로부터 접선까지의 거리는 

Ml 


▲ 2 +l 


>k = 4 


A 를 지 나는 접선이 2개이 므로 다른 한 접선의 변화률 K 는 존 재하지 
않는다. 그러므로 그의 접선은 ;c = l 이다. 

따라서 구하려는 접선의 방정식은 3义-4少+ 5 = 0, x = l 
둘째 방법 : 접점을 P ( x o , 少 o ) 이 라고 하면 접선의 방정식은 

xx 0 +yyo = l 


3 x + .y - 5 = 0 
2 x -3 y + 4 = 0 


=> A ( l , 2) 


점 A 가 접선우에 있으므로 자+2少 0 =1 ① 

점 P 가 원둘레우에 있으므로 x 2 0 + y 2 0 =1 ② 

①, ②로부터 \ 4 또는 

卜。:! 

따•라써 접점은 (-|, (1, 0) 

즉 접선의 방정식은 3 x -4>； + 5 = 0 
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또는 x = \ 



2 

[례到 직선 씬의 변화률이 ■이고 씬과 원 ?+/=13이 서로 접 

한다. 직선 씬의 방정식을 구하여라. 

(설명) 첫째 방법: 직선의 방정식을 少 = -|그 + 6로 놓자. 

직선파 원이 접하므로 원의 중심으로부터 직선까지의 거리는 원의 반 
경파 같다. 

즉 M = ^ b=± l -l 

V13 3 

따라서 접선의 방정식은 2 j ( + 3 少一13 = 0, 2 x + 3 j ； + 13 = 0 
둘째 방법: 직선의 방정식을 少 = -|义 + &로 놓자 

\y = --x + b 다 i3 x 2 -i26x + % 2 -117 = 0 
[ x 2 + /=13 

직선파 원이 접하므로 이 방정식은 1개의 실수풀이를 가전다. 

公 = (126 2 )-4‘13(9닛 -117) = 0, % 2 =169, 6 = ±y 

접선의 방정식은 2 j ( + 3 少一13 = 0, 2 jc + 3 少+ 13 = 0 
2 

셋째 방법: 직선의 방정식을 少 = -궁义 + 6로 놓자. 

접점을 M (지, 九)라고 하면 점 M 을 지나는 원의 접선의 방정식은 
xx x +yy x =13 

우의 두 식은 같은 접선을 나타내므로 두 직선이 일치하기 위한 조 
건으로부터 3사 = 2y x , 3bx 1 = 26 
• _13 

또한 차 2 +外 2 =13이므로 (■) 2 + ( y ) 2 =13 => 6 = ±y 
자 = ±2, y l = ±3 

그러므로 구하려는 접선의 방정식은 2义 + 3少一13 = 0, 2义 + 3少+ 13 = 0 
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[례到 실수 목 1) 에 대하여 모임 

M = :，少)|ᄌ 2 -2 幻比 + 少 2 +2( 公一 2) 少+ 2 = 0 j 이 있다고 하자. 모든 

원둘레 보에 접하는 직선의 방정식을 구하여라. 

(설명) 직선의 방정식을 Ax + By + C = Q ( A , B 는 동시에 0이 아니 
다. ) 이 라고 하자. 

원둘레 보의 방정식은 (x-a) 2 + [y + (a-2) ] 2 =2( a - l ) 2 이므로 중 

심은 (a, 2-a), 반경은、끼니 ; 키 : 다 . 

중심에서 직선까지의 거리는 반경파 갈으므로 

卜 ! 바 1 ) 

이 식을 정돈하면 

(A + 公 ) 2 a 2 -(4A 2 + 4AB + 2AC-2BC)a + 2A 2 - 2B 2 - 4BC-4C 2 =0 

직 선파 원 이 접 하므로 이 식 은 a 에 관하여 늘 같기 식 이 성 립한다. 

[ 싶+公=0 

4 乂 2 +4a6 + 2 고 C -2 公 C = 0 => \ A = ^ B 
1 2 2 2 1 C = 0 

[ 2A 2 -2B 2 -4BC-C 2 = 0 1 

즉 접선의 방정식은 义一少 = 0 


[례 4] 원 jc 2 +j ； 2 =2 의 한 접선파 자리표축에 의하여 둘러막힌 3각 
형의 면적이 2이다. 이 접선의 방정식을 구하여라. 

(설명) 접점의 자리표를 (지，少0라고 하면 원의 접선의 방정식은 
찌”少 !=2 2 2 

접선의 : c 단편, 少 단편은 각각 一, 一 이므로 3각형의 면적은 
사 yi 



Kvi | =1 


지 2 +凡 2 =2이므로 지=少! =±1 

따라서 접선의 방정식은 X ± y ~2 = 0 , x±y + 2 = 0 
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[례引 원둘레 C^: x 2 +y 2 +2x + 6y + 9 = 0, 

C 2: jc 2 + 少 2 — 6jc + 2 少 + 1 = 0 의 공통접선의 방정식을 구하여라 . 

(설명 ) C 1: (;c + l) 2 + (y + 3) 2 =l, C 2: (;c-3) 2 +(y + l) 2 =9 이므로 


다의 중심은 (一1, -3), 반경은 자=1이다. 

C 2 의 중심은 (3, -1), 반경은 r 2 =3 이다. 

그림 3 _ 8 에서와 같이 다2//(： 2 戶이므로 

= = 4 이고 보은 외분점이다 . 

MC 2 r 2 3 


점 보의 자리표는 


X M = 



= _ 3 , y M = 



= -4 


따라서 점 M 을 지나는 접선의 방정식은 y + 4 = k(x + 3) 
즉 kx-y + 3k-A = ^ (/) 

다의 중심으로부터 쑤까지의 거리는 반경 1이므로 

|^ + 3^-4| =1 수 어 또는 쑤 
"쑈 2 +1 3 
이것을 ( ᄌ)에 갈아넣으면 공통외접선의 방정식을 엄는다 . 
즉 少 + 4 = 0 ， 4x-3y = 0 

마•찬가지至 八 < o , -£|를 얻논斗. 

공통내접선의 방정식을 기 + 2.5 = Ax 로 놓자 . 

다의 중심으로부터 이 접선까지의 거리는 1이므로 


|-2A: + 6-5| 
yjk 2 +\ 
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따라서 공통내접선의 방정 
식은 

lx + 4) 나 10 = 0 

다른 접 선의 변화률 k 는 
존재하지 않으므로 x =0 
이다. 

[례 6] 점 P ( x 0 , yo ) 에서 
원둘레 ; c 2 + /= i ? 2 에 두개 
의 접선을 긋고 접점을 각 그립 3 - 8 

각 月，名라고 할 때 직선 
月名의 방정식을 구하여라. 

(설명 ) 첫째 방법 : 접점을 석( X , 此), P 2 ( X 2 , 少 2) 라고 하면 석 을 지 
나는 접선의 방정식은 x - x ^ y - y ^ = R 2 , 尺을 지 나는 접선의 방정식 
은 ᄌ•야 +소•少 2 = 灰 2 이다. 

P ( x 0 , 此)은 접선우에 있으므로 

义0•차 +少0•少!=穴 2 (j|<) 

x 0 - x 2 + y 0 - y 2 = R 2 

(*) 로부터 시, P 2 은 직선 자그 +少 0 •少 = 穴 2 우에 있다. 

석, 尺을 지나는 직선의 방정식은 
x 0 - x + y 0 -y = R z 

둘째 방법 : P , Pi ， P 2 , 원의 중심 O 는 한 원둘레에 있으므로 석名는 
이 원파 주어진 원의 공통활줄이다. 

OP 를 직경으로 하는 원둘레의 방정식 은 

(야) 2 +( 씨 ) 2 = ( 쪽 I ) 2 

즉 x 2 - xx 0 + y 2 - yy 0 =0 
y 2 _ ) 外) = 0 

서2 다 찌 +까 내 


X 2 — XXq + 
ᄌ 2 +: 
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직선과 원의 자리관계문제 

[례 1] 원둘레 C:;c 2 + 少 2 - 2 jc = 0 과 직선 씬: lx + 4 少 + w = 0 은 w 이 
어떤 값일 때 서로 사귀는가, 접하는가, 떨어져있는가? 

(설명) 신:야-1) 2 +少 2 =1로부터 C 의 중심은 (1, 0), 반경은 1이다. 
원의 중심으로부터 직선 씬까지의 거리와 반경을 비교하면 된다. 

=> m e (-8, 2) 일 때 서 로 사귄 다. 

=> m e -8, w = 2 일 때 서로 접한다. 

m e (-oo, -8)u(2, +oo) 일 때 서로 떨어져 있다. 


[ 례到 원둘레 C:x 2 +y 2 -6mx - 2(m - l)y + \Qm 2 -2 m -24 = 0 

( wei ?) 이 주어졌다. 

1) w 이 어 떤 값인가에 관계 없이 원의 중심 은 모두 한직선 씬 우에 있 
다는것을 증명하여라. 

2 ) 씬에 평행인 직선들가운데서 어느 경우에 원들파 사귀는가, 접하 
는가, 떨어져있는가. 

3) 씬에 평행이고 원둘레와 사귀는 임의의 직선이 매 원에서 잘리우 
는 부분의 길이와 서로 같다는것을 증명하여라. 

(설명) 1) 주어진 원둘레의 #정식을 변형하면 
(x - 3m) 2 + [y _ ( m _ I )] 2 = 25 
따라서 원의 중심은 (3m, m-\) 

만일 중심 을 (자 기)라고 놓으면 
x = 3m 

=> x-3y-3 = 0 

y = m-\ 

즉 m 의 값에 관계없이 원의 중심은 직선 义_3少_3 = 0에 놓인다. 
2) 직선 씬에 평행인 직선을 一 3 j + « = 0 이라고 하면 
중심 、3 m , w -1) 로부터 직선 '까지의 거리는 넜 = 이다 ■ 


fe 폐 L :1 
휘， 

■나 '16 
\ 3 + m \ , 1 
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d <5 일 때 

즉 &^1<5 => «e(-3-5VlO, -3 + 5V10) 때 직선파 원둘레 
V10 

는 사귄다. 

d =5 일 때 즉 « = -3±5#일 때 직선과 원은 접한다. 
d >5 일 때 즉 n e (- 00 , -3 - 5 yflO ) u (-3 + 5 VlO , + 00 ) 일 때 직 선 
은 원파 떨어져있다. 

3) ne (_3 -네 -3+ 5#) 일 때 활줄의 길이는 반경 R , 중심 
에서 활줄까지의 거리 d 사이에는 피타고라스정리 에 의하여 다음의 관 
계가 있다. _ 

활줄의 길이 = 2、 jR 2 - d 2 = 2^25-^ 3 ^ 2 =^10(-^ 2 -6^ + 241) 
이 식 은 w 에 무관계 하다. 

따라서 잘리우는 부분(활줄)의 길이는 서로 같다. 

[례 3] 두 모임 M = |( x , y ) \y = yl 9- x 2 , y ^ O ^, 

N = {( x , y ) 몌 + 6} 에 대하여 Mn 八^ 0 로 되는 b 의 값범위 
를 구하여라. 

fv 2 + v 2 = 9 

(설명) \ y => 2 x 2 + 2 bx + b 2 -9 = 0 
[ y = x+b 

직선파 원둘레가 공통점을 가지면 
D = -4 b 2 + 12>0 
... -3^2 < b <3 yf 2 

그런데 少 = ;c + & 와 원둘레 

义 2 + 기 2 =9 의 x 축에 관하여 웃쪽부 
분만 생각하므로 그림 3 — 9 에서와 같 
을 때는 b 의 값범위는 다음파 같다. 
b e (-3, 3 y /2) ( 少 >0 이 므로 

x=— 3 은 제외 한다. ) 
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[례 4] 두 곡선 C, : x 2 + y 2 -y = 0, C 2 : ax 2 +bxy +义 = 0 이 3개의 
공통점만을 가지자면 a, b 는 어떤 조건을 만족시켜야 하는가?(그림 
3-10) 

(설명) 첫째 방법 : 

(오 切-는 2 = ( 는 2 ， 

C 2 : x(ax + 까 + 1) = 0 이 므로 


다 은 중심 이 (0, 이 고 반경 
사 士인 원둘레이며 C 2 는 두 직 



그립 3-10 


선 x = 0 및 ox + 뉴+ 1 = 0을 나 
타낸다. 

직선 jc = 0 파 원둘레는 두개의 점 
0(0, 0)， A(0, 1) 에 서 사귄 다. 

a = 0 일 때 직선의 방정식 뉴+ 1 = 0은 조건을 만족시키지 않는다. 
a 농0일 때 

(1) 직선은 점 씨0, 1) 을 지나며 원파 사귀므로 조건에 맞는다. 
이때 점 A 가 직선우에 놓이면 0 .a + 1.6 + l = 0 으로부터 b = -\ 

(2) &목 -1 일 때 문제의 요구를 만족시키자면 직선과 원은 서로 접 
하여야 한다. 

J 幻比+ 6少+ 1 = 0 
\ x 2 + y 2 -y = 0 
D = ( 2 b - a 2 ) 2 - 4 ( a 2 + b 2 ) = 0 => a 2 -46-4 = 0 
그러 므로 a , 6 가 만족하는 조건은 a 농 0 일 때 
公 = -1, a 푠0, 公푠一1 일 때 a 2 - 4公一4 = 0 
둘째 방법 : (1) 직선 ax + 切+ 1 = 0이 점 A (0, 1) 이므로 
0 -a + lb + l = 0 즉 b = -\ 

이때 직선의 방정식은 ax - 少+ 1 = 0이다. 

만일 직선파 원둘레가 사귀면 원의 중심으로부터 직선까지의 거리는 
반경보다 작다. 


=> {a 1 +b 1 )y 2 +{2b-a 1 )y + \ = 0 
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=> a 2 >0 


a 0 0 


公 푠 0 일 때 公 = -1 

(2) a 농0일 때 6목一1이면 직선은 점 A 를 지 나지 않으며 이때 직 
선은 반드시 원파 접한다. 

이때 원의 중심으로부터 직선까지의 거리는 반경파 같다. 


" 477^ = 2 

| 뉴 + l| =^(a 2 +b 2 ) => a 2 -46-4 = 0 

a 푠0, 公 푠 一 1 일 때 a 2 -4 公 一 4 = 0 


원의 대칭이동과 평행이동에 관한 문제 

[례 1] 원 C :( jc -2) 2 +(>； + 1) 2 =4 를 점 P (- l , 1) 에 관하여 대칭이 
동한 원둘레의 방정식을 구하여라. 

(설명) 첫째 방법: 원 C 에서 중심 C (2, -1) 의 점 P (- l , 1) 에 관 
한 대칭점은 (-4, 3) 이다. 

따라서 대칭이동한 원의 중심은 (一4, 3) 이다. 

구하려는 원둘레의 방정식은 야+ 4) 2 +(기-3) 2 =4 이다. 

둘째 방법: 원둘레 C 의 임의의 점의 자리표를 ( x 0 , 少 0 ), 이 점의 점 
P 에 관한 대칭 점 을 (났, /) 라고 하면 가운데점 의 자리 표를 구하는 공 
식으로부터 

|ᄌ , = _2-자) 义 | x 0 = - x ' - 2 

1/ = 2-少 0 즉 \ y 0 =- y ' + 2 

(자, 少 o ) 이 원둘레 C 에 놓이므로 {- x '-2-2 f + {- y ' + 2 + \f =4 
즉 야 + 4) 2 + ty _3 f =4는 구하려는 방정식-이다. 
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[례 2] 원둘레 C :^+ 少 2 =1을 평행이동하여 어느 위치에 가져갈 때 그것 
파 원둘레 (ᄉ-3；) 2 + / =16파 직교하며 구축에 접하겠는가를 구하여라. 

(설명) 원둘레 C 를 평행이동한것이 구축에 접하므로 옮겨간 원에서 
중심의 가로자리표의 절대값은 1파 같다. 

즉 그 원의 중심 을 少 0 ) 이 라고 

하면 1_=1이다. 

이 원둘레의 방정식을 
{x±\f +{y-y 0 f =\ 로 놓자. 

그림 3—11에서 보는바와 같이 
C'C\ = CP 1 + C X P 2 이 므로 
(3±1) 2 +(0-凡) 2 =1 + 4 2 

••• 少 o =±1 또는 少 0 =± M 

즉 원의 중심 이 (1, Vl 3) 또는 (1, 나元) 

또는 (一1, 1) 또는 (_1, 一 1) 로 가게 평행 그립 3 시 1 

이동하면 된다. 



원과 관련한 최대값, 최소값문제 

[례 1] 원둘레 C :( jc -3) 2 + (>；-2) 2 =2 우에서 한 점 모를 구하되 두 
점 A (— 2, 1), B (2, _3) 으로부터의 거리의 두제곱의 합이 최소로 되 
게 하여 라. (그림 3-12) 


(설명) 보이 AB 의 가운데점이라고 
하면 PM 은 AAPB 의 가운데점이므로 
AP 2 + BP 1 = 2 PM 2 + 2 AM 2 
乂 M 2 =8 이므로 PM 이 최 소일 때 
요 P 2 + 公 P 2 이 최 소로 된다. 

M(0, 一 1) 이므로 직선 MC 의 방정식 
은 y = x-l 

점 으로부터 원까지 의 최 소거 리 는 MC 와 
원파의 사귐점까지의 거리이다. 

Ux -3) 2 + ( y -2) 2 =2 ^ 

1 3 몌이 一 
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=^> x 2 - 6x + 8 = 0 
••• x = 2 또는 x = 4 
문제의 의미로부터 
x = 2, y = \ 

... P(2, 1 ) 


[례到 원둘레 ( x - 1 ) 2 +( j ； + 2 ) 2 = 4 , 직선 八少야- 1 = 0 이 있다. 
원둘레의 점으로부터 직선까지의 최대거리, 최소거리를 구하여라. 
(설명) 첫째 방법: 중심 C ( l , _2)로부터 직선 씬까지의 거리는 

녜 수 = 2、々 

Vl+1 V2 _ 

원의 반경이 2이므로 최대거리는 2^2+2, 최소거리는 2^-2 이다. 
둘째 방법: '에 평행이고 원에 접하는 직선의 방정식을 
i x : —«x + m = 0 으로 놓자. 

{ y - x-\-m = 0 
( 니 ) 2 +(> 나 2) 2 =4 
서로 접하므로 D = (\- m ) 2 -2( m 2 -Am + \) = ^, m = 3±2 yf 2 


lx 1 +(2 - 2m)x + m 2 - Am + 1 = 0 


따라서 접선의 방정식은 

■푠 벼 + 1 
= —72 — 

즉 식=2七 + 2, d 2 =7 M -2 

직선 씬과 원의 최대거리는 2 V 2+2, 최소거리는 2>^-2 이다. 


기타문제 

[ 례 1] 반경 이 4인 같은 두 원둘레 여 파 0 2 이 A (2, 1) 과 B (-2, 
一 2) 에서 사귄다. 그것들의 중심들을 지나는 직선의 변화률과 중심사 
이의 거리를 구하여라. 

1 + 2 3 

(설명 ) 직선 AB 의 변화률은 시 = i 이고 직선 0 卜 0 2은 공 

4 

통활줄 AB 에 수직이 므로 직 선 여爲 의 변화률은 포 2 =_i 이 다. 
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직 선 여0 2 와 AB 의 사귐점 을 N 이 라고 하면 N 은 AB 의 가운데 점 으 
로 된다. 

... N(0, — 급) 이 고 NA = — 

O u N , A 는 직3각형을 이루므로 

O.N = 小)' A 2 - AN 2 =、유 2 - (|) 2 ^ 

0 X 0 2 = 20 X N = V 39 

y * 

[례到 원 o 의 한 활줄의 두 끝점 
A , B 에서 이 원에 접선을 그었다. 

이때 원둘레의 임의의 한 점 Q 에서 
활줄까지의 거리는 점 Q 에서 두 접 
선까지의 거리들의 비례가운데마디 
와 같다는것을 증명하여라. 

(설명) 그림 3_13에서와 같이 자 
리 표계 를 설정 하자. 그립 3- 13 

원둘레방정식을 x 2 + y 2 = R 2 , 점 

A 의 자리 표를 ( x 0 , 外)) 이 라고 하면 B ( x 0 , -凡) 이 고 활줄 AB 의 방정 
식은 义 = 자 이 다. 

두 접선의 사귐점을 P 라고 하면 P 는 x 축우에 있다. 

접선 AP , BP 의 방정식은 각각 x 0 x + y 0 y = R 2 , x 0 x - y 0 y = R 2 
원둘레우의 임의의 점을 Q ( x 1? 凡)라고 하면 점 Q 로부터 AB 까지의 
거리는 QE = — x 0 1 

AP , BP 까지의 거리는 각각 

Ix^+y^-R 2 ] | 찌 0 ■씨 

QF = J -, —— L ， QG = J -, —— 1 

、 J X Q 、 j X Q "匕〜 

■•■ g F - gGJ ( Vl ^ 2)2 7 oV L 
ᅭ ᅳ 

_ \( x o x \- r2 ) 2 ~(R 2 -，자 2 )(穴 2 -•남)| _ 

)〔0 + 少0 
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= R 2 ^p) 2 ={Xo _ Xif = QE 2 


[례到 반원의 직경은 AB=2R 이고 반원밖의 직선 씬과 BA 의 연 
장선 이 점 모에 서 수직 으로 사귄다. 이 때 AP=2« (2 a < — ) 반원 1 
레우의 두 점 M, N 에서 씬까지의 거리를 각각 d v 成라고 할 때 


d x = AM , d 2 = AN 이 다. 
AM+AN=2R 임을 증명하여라. 
(설명) AB 가 x 축우에 AP 의 
가운데점이 원점 O 로 되게 자리 
표계를 정하자. (그림 3-14) 
그러면 A ( a , 0) 이고 원의 중심 
은 0 '(a + R , 0), B(a + 2 R , 0) 

숀 의 방정 식 은 义 = -0이 다. 

점 M, N 은 점 A 를 모임점 , 
씬을 준선으로 하는 포물선 少 2 = 
방정식은 分 _ a _ 穴) 2 +/= 次 2 



4따 0；>0)우에 있으므로 원둘레의 

(» 0 ) 


. | y 2 =4ax 다 

" \(x-a-R) 2 +y 2 = R 2 

=^> x 2 -2(a + R)x + 4ax + (R + a) 2 = R 2 
M (사, 少 N(x 2 , 少 2 ) 은 서로 다른 두 점 이므로 D >0 
즉 穴(穴一4公)>0 
또한 지 + ; c 2 =2( i ?- a ) 이므로 

AM + AN = (Xj +a) + (x 2 +a) = x l +x 1 + 2a = 2R 


련습문제 

1. 원의 중심이 (2, _3) 이고 직경의 두 끝점이 자리표축에 있는 원 
둘레의 방정식은 ( )이다. 

① x 2 + y 2 -4 x + 6 y + S = 0 ② x 2 + y 2 -4 x + 6 y -8 = 0 

( 3 ) x 2 + y 2 -4 x -6 y = 0 ® x 2 + y 2 -4 x + 6 y = 0 
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2. 직선 少 = 소 + 1파 원둘레 jc 2 +/=^ 의 자리관계는 ( )이다. 
① 밖에서 떨어져있다. ② 서로 접한다. 

③ 서로 사귄다. ④ A ： 의 값에 따라 결정된다. 

3. 직선 少 = M 파 원둘레 分+少 2 =4로 둘러막힌 제일 작은 부분 

의 면적은 ( ) 이다. n n 

① 7 t ② 27 T ③ y ©冗 또는 ~2 

4. y = - yjl - x 2 이 나타내는 도형은 ( ) 이다. 

① 원둘레 ② 웃반원둘레 ③ 아래반원둘레 

④ 웃반원둘레 또는 아래반원둘레 

5. 두 원둘레 x 2 + y 2 -2 x + 2 y + l = 0, ᄌ 2 + 少 2 - 8 jc -2 少+ 13 = 0 

의 자리관계는 ( ) 이다. 

① 서로 사귄다. ② 서로 접한다. 

③ 아낙에서 떨어져있다. ④ 밖에서 떨어져있다. 

6. 원둘레 戶 +/ +2^ + 公>； +，= 0 이 x 축파 원점 에 서 접 하면 
( )이다. 

① F = 0, D - E^O ② D = E = 0, F^O 

③ E = F = 0, D ^0 ④ D = F = 0, 五 VO 

7. P (자 少)가 원둘레 ; c 2 + 少 2 - 2 jc + 4 少 = 0이면 义一斗의 최대값 

은 ( ) 이다. 

① V 동 ② 10 ③ 9 ④ 5 + 2^ 

8. A = C , B =0 은 방정식 싶戶+公ᄌ少 + C 少 2 +/切 +五少 + F = 0 이 원 
둘레를 나타내기 위한것은 ( )이다. 

① 충분조건이 나 필요조건은 아니다. 

② 필요조건이 나 충분조건은 아니다. 

③ 필요충분조건이다. 
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④ 필요조건도 충분조건도 아니다. 


9. 원둘레 (: c - l ) 2 + ( 少+ 2) 2 =16을 직선 ;c + 少-1 = 0에 관하여 대 
칭이동하여 얻은 원둘레의 방정식은 ( )이다. 

① 야-3) 2 +少 2 =16 ② x 2 +( y -3) 2 = l 6 

③ ( jc -1) 2 +( j ；-3) 2 =16 ④ (;c - 3) 2 + Cy - 1) 2 =16 

10. 모임 M = |( x , 少) \ x 2 + y 2 = 4|, N = |( x , y ) = + 에 대 

하여 살0八/>0이면 b 의 값범위는 ( )이다. 

① 0< b < 2 yf 5 ② ~2 y [5 < b <0 

③ -2^5 < b <2 y /5 ④ -2^/5< b <2^/5 

11. 원둘레의 방정식이 4戶+4少 2 - 12 jc -16 少+ 9 = 0이면 원의 중심 

은 _ ， 반경은 _이다. 

12. 두 직선 少 = ;c + 2 a 와 y = 2 x + a + \ s \ 사귐점이 원둘레 

• x 2 +/=4 의 내부에 있다. 그러면 a 의 값범위는 _이다. 

13. 방정식 义 2 +/=|지녁|讀이 나타내는 도형의 아낙부분의 면적 

은 _이다. 

14. 두 원둘레 ᄌ 2 +少 2 -10ᄌ一10少 = 0과 x 2 + 少 2 +6 jc + 2 少一4 = 0이 

서로 사귄다. 이때 공통활줄이 놓이는 직선의 방정식은 _이고 공 

통활줄의 길이는 _이다. 

15. 원둘레 : c 2 +/-6 :c = 0 에 외접하고 y 축에 접하는 원의 중심의 

자리길방정식은 _이다. 

16. 원둘레 0-3) 2 + Cy -4) 2 =4 우의 한 점 P 및 원밖의 한 점 

Q ( — 1, 0) 에 대하여 PQ 의 최소값은 _이고 최대값은 _이다. 

17. 원둘레 났+少 2 + 2义 = 0 파 직 선 少 + /w = 0 이 사궐 때 
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me _, 험할 때 me _, 서로 떨어져있을 때 me _ 이다. 

18. 두 원둘레 C 1 : x 2 + y 2 + 2 x = 8, C 2 : jc 2 + 少 2 - 4; c -6 少 = 0의 공 

통활줄이 놓이 는 직선의 방정식 은 _이 고 C 2 의 중심 으로부터 원 

다 에 그은 접선의 길이는 _이다. 

19. 두 원둘레 C ! :ᄌ 2 +少 2 - 4 x -4 = 8 파 x 2 + 少 2 +6ᄌ + 10少 = 16 = 0 

의 자리관계는 _이다. 

20. 평면에 한 점 P 와 모를 지나지 않으며 서로 수직인 직선 m , n 이 

있다. 점 P 를 지나며 m , n 에 모두 접하는 원의 개수는 _이다. 

21. AABC 에서 A (0, 0), B (8, 0), C (7, 6) 일 때 AABC 의 외접원 
둘레의 방정식을 구하여라. 

22. 반경 4々 이고 직선 x + y = 0, : c - 少 = 0에 모두 접하는 원둘 
레의 방정식을 구하여라. 

23. 중심이 직선 少 = -2 ，x 에 있고 직선 ；c + 少 = 1파 점 (2, -1) 에 
서 접하는 원둘레의 방정식을 구하여라. 

24. 원둘레 戶+少 2 =1 파 ; c 2 + 少 2 + 2 jc = 0 이 있다. 

1) 점 A (3, 2) 와 두 원둘레의 사귐점을 지나는 원둘레의 방정식을 
구하여라. 

2) 두 원의 사귐점을 지나는 직선의 방정식을 구하여라. 

25. 두 원둘레 Q :义 2 + 少 2 -6义 + 4少+ 4 = 0파 

C 2 :; c 2 + 少 2 -12义一4少一9 = 0의 공통접선의 길이를 구하여라. 

26. 반경이 R =5 이고 직선 4 jc + 3 j ；-70 = 0 파 점 (10, 10) 에서 접하 
는 원둘레의 방정식을 구하여 라. 
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27. 평면우에 두 점 A(-l, 0), B(l, 0) 이 있다. 원둘레 

〔 : 야一3) 2 +(少一4) 2 = 4 우에서 한 점 P 를 구하되 AP 2 + BP 2 이 최 
소로 되게 하여라. 

28. P(4, 3) 으로부터 원둘레 Cx-2) 2 +( 少+ 1) 2 =4 에 그은 접선의 방 
정식을 구하여라. 

29. 두 원둘레 C 1 : x 2 + y 2 -6 y = 0 s ^ C 2 : (; c -2>/ 궁) 2 +( 少一 1) = 1 이 
주어 졌 다. 

1) 두 원은 외접하며 x 축은 하나의 공통접선임을 증명하여라 

2) 접점사이의 두 활등파 x 축에 의하여 둘러막힌 도형의 면적을 구 
하여 라. 

30. 직선 ; c - 少一5 = 0파 원둘레 야一2^) 2 + (기一1) 2 =4의 가장 먼 
거리, 가장 가까운 거리를 구하여라. 그리고 원둘레우에서 직선으로부 
터 가장 가까운 점, 가장 먼점의 자리표를 구하여라. 

31. 원둘레의 방정식 戶+/=/? 2 파 직선의 방정식 y = -3 x + m 
(w 은 보조변수)이 주어졌다. 

1) w 이 어떤 값을 취할 때 직선파 원둘레가 공통점을 가지겠는가? 

2) w 의 값에 관계 없이 직선파 원둘레가 두개의 공통점 A , B 를 가 
지고 OA , OB 의 경사각이 a , 公일 때 sin(oc + p ) 는 일정 한 값을 가 
진다는것을 증명하여라. 

32. 자리표평면우의 원둘레 ; c 2 + 少 2 - 6 jc -4 少+ 10 = 0파 직선 

之 : 少 = / ra : 에 대 하여 

1) 원둘레와 직선이 서로 다른 두 점에서 사궐 때 이 취하는 값범위 
를 구하여라. 

2) 직선파 원둘레와의 두 사귐점을 맺는 선분의 가운데점을 P 라고 할 
때 점 P 의 자리길방정식을 구하여라. 

3) 직선 씬 파 다른 한 직선 3义 + 2少 + 4 = 0파의 사귐 점을 Q 라고 할 
때 OP • OQ 의 값을 구하여 라. 
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답 

I. ④ 2.③ 3.⑤ 4.③ 5.④ 6.④ 

7. ② 8. ② 9. ① 10. ④ 

II. 원의 중심 ( f ，2), 반경 2 12. -(- I，D 

13. 2 + 7 t 14. 4 x + 3 少一1 = 0， |>/94 

15. 少 2 =12자 y = 0 (x<0) 

16. PQ 최소=4义-2， PQ 최대 = 4々 + 2 

17. me(2-y/5, 2 + 々)일 때 사귄다. 

m = 2- V 5, w = 2 + ^ 일 때 서로 접한다. 
m e (- oo , 2- V 5) u (2 + V 5, + oo ) 일 때 서로 떨어져있다. 

18. 3ᄌ+ 3少-4 = 0, 3 19. 서로 접한다. (외접) 

20. 2개 

29 

21. x 2 +y 2 -Sx—y = 0 

6 

(지시): 원둘레의 방정식을 戶+/+2샀 + 하 + 厂 = 0으로 한다. 

22. (x±8) 2 +y 2 =32 또는 x 2 + ( j ； ±8) 2 = 32 

(지시): 원의 중심을 (자, 0) 또는 (0, 가) 로 놓으면 

4^=_로부터 자=±8 
V2 

마찬가지로 少 0 =±8 

23. ( jc -1) 2 +( 少 + 2) 2 =2 

(지시): 원둘레의 방정식을 야一«) 2 + 切一6) 2 =穴 2 로 놓으면 

b = -2a, {2-af+{-\-bf =R 2 , 으로부터 

V2 


a = 1, b = -2, R = \fl 
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24. 1) 7 x 2 +7/-24 x -19 = 0 2) 2 x + l = 0 

25. 3 

26. (ᄌ -6) 2 +( 少- 7) 2 =25 또는 (ᄌ-14) 2 +(少-13) 2 =25 

27. ： P (|, y ) 

28. 3 x -4 y = 0 또는 x = 4 

(지시): 점 P 를 지나는 직선의 방정식을 기_3 = 소야一 4) 로 놓자. 
y -3 = k ( x -4) 

( x -2 ) 2 +(y + l ) 2 =4^ 

=> (1 + A ： 2 ) x 2 + (8 k - Sk 2 -4 )x + l 6 k 2 -32 A ： + 16 = 0 
직선과 원이 접하므로 

D = (2 k -2 k 2 - 1) 2 - 4(1 + k 2 )( k 2 -2 k + l ) = 0, k = ^ 

따라서 접선의 방정식은 少一 3 = |야一4) 

즉 3 x -4 y = 0 

다른 한 접선의 변화률은 존재하지 않는다. 

즉 x = 4 

29. 1) (그림 3-15) 디:戶+切-句니우의 중심은 C ^ O , 3) 반 
경은 '=3 이다. C 2 의 중심은 
예 1), 반경은 馬 =1이다. 

이=、/(2、居) 2 +(1-3) 2 = 

= 4 = '+穴 2 이므로 두 원은 
외 접 한다. 

그리고 C 1? (： 2 로부터 x 축까지의 
거리는 각각 그의 반경파 같다. 

따라서 x 축에 접한다. 

즉 x 축은 공통외접선이다. 
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그림 3-15 





2 ) 직선 q, c 2 의 변화률이 소 = -f 이면 
zoqc^j, ZC l C 2 A = ^n 
1 상 3 

부채형 CiOBS ] 면적= -713 =-71 
부채형 C 2 ab 의 면적 = |7 rr 2 = l , 

제형 OCiCzA 의 면적은 (3 + 1)2^ = 4>/1 
즉 구하려는 도형의 면적은 

4 사-!- 4 、나 

30. 그림 3— 16 에서와 같이 중심 
C 를 지 나 직선 ; c - 少一5 = 0에 수직 
선을 긋고 원둘레와 사귀는 점을 A , 

B 라고 하면 AD 는 가장 먼거리이고 
BD 는 가장 가까운 거리이다. 그리고 
A , B 는 각각 직선으로부터 가장 먼 
거리, 가장 가까운 거리에 있는 원둘 
테의 점이다. 

점 (그를 지나며 씬 에 수직 인 직선 
의 방정 식은 그립 3-16 

기 = +、/궁 +1 이 므로 

|(x-^) 2 +(> ； -1) 2 =4^ jx = V3+V2 사 |x = V3-V2 
l y = -X + S + l \ y = l-j2 ᄂ [ y = l + y/2 

:. A{S-^l2, 1 + V2), B (々 + 고 , ] 나 i) 



AD 


| V 3-2 V 2-| 

一— vi 一- 


BD 


| V 3+2 V 2-| 
一— 4 i 一- 
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31. (그림 3-17) 


| 사 2 내 2 다 
[y = -3x + m 
> \0x 2 -6mx + m 2 -R 2 = 


직선파 원둘레가 공통점을 가지 
므로 公>0이다. 

이 로부터 m e |^- VlO /?, 

이다. 



2) 직선과 원둘레가 공통점 
을 가질 때 A(Rcosa, Rsina), 
B(Rcosj3, sinj3) 로 놓으면 

fxj =i?cosa jx 2 =/?cosP 

= i?sina ! 1 少 2 =/?dnp 


그림 3-17 


x = 조 
R 

나’ 

R 



sin( a + )3 )=sinacos/3 + cos a sin/3 =~ + ~ = 

= +(사少1+자少2) 

A, B 는 少 = -3 义 + «에 놓이 므로 y.-^+m, y 2 =-3x 2 +m 
... sin( a + j8 ) = [(-3 x x + m)x 2 + x x (~3x 2 + m) ] = 


= -^ t [ — 6 세 2 +w (지 + 사) ] 

10 ᄌ 2 -6/?« + 써 2 - 穴 2 =0 이므로 x l +x 2 = ^-m, x Y x 2 


m 2 -R 2 

_ 게一 


이것을 웃식에 갈아넣으면 


sin( a + 
따라서 


1 ( C m 2 -R 2 3 . 3 

/3 ) = - r (-6 - + = — 

R 2 10 5 5 

sin(a + /3) 는 일정하다. 
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32. 1) |?+시아내에 다 

| y = mx 

=> ( m 2 + l ) x 2 - 2(2 m + 3 )x +10 = 0 
직선과 원둘레는 서로 다른 두 점에서 사귀므로 D >0 이다. 

즉 (2 w + 3) 2 -10( w 2 +1)>0 
(, >/30 , 730^1 

I 6 6 J 

2) 방정식 ( w 2 +1) jc 2 -2(2 w + 3 )jc + 10 = 0 으로부터 직선파 원둘레 
의 사귐점을 A ( Xl , 少 !), B ( x 2 , 少 2 )로 놓으면 


X x -\-X 2 = 


2 ( 2 m + 3 ) 


m 2 +\ ’ ᄌ 1 ‘ ᄄ 2 m 2 + \ 

활줄 AB 의 가운데점을 메, 기 )라고 하면 
i _ Xj + x 2 _ 2 m + 3 


10 


厂 


, me(\ - 

_ m( 2 m + 3 ) 6 

m 2 +\ 


, 1 + f ) 


여기서 보조변수 « 를 소거하면 x 2 + y 2 - 3 x - 2 y = 04 : 얻는다. 
3) P , Q 는 모두 직선 기 = 에 놓이므로 


p (자, mx ^, Q ( x 2 , toc 2 ) 로 놓으면 x p = 

씩이다. 


- 이므로 


W 베0 으로부터 心며 


OP.OQ = 、 J(m 2 + 1) 2 ( ᄌ此 ) 2 = 4 
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2. 원쁄곡선의 방정식 

1) 타원 

① 타원의 정의 

평면에서 정해놓은 두 점 여,，까지의 거리의 합이 일정 (2 a ) 한 
점 들의 모임 으로 된 도형 을 타원 이라고 한다. 이 때 F \, 厂 를 타원의 
모임점 이라고 부론다. 


② 타원의 표준방정식 

타원의 중심이 자리표원점에 있고 모임점 F [, ，가 축우에 있을 때 
F x {- c , 0), F ( c , 0) 으로 놓자. (그림 3-18) 

타원우의 임 의의 점 을 M ( x , 기) 라고 할 때 MF；+MF = 2 a 로부터 
다음의 방정식을 엄는다. 



이 것을 타원의 표준방정식 이라고 한다. 

여 기서 a 를 타원의 긴 반경, b 를 타원의 짧은 반경 이 라고 부론다. 
그림 3—18에서 d 서 =2 a 인데 이것들을 각각 타원의 긴축, 짧은축이 
라고 부론다. 

※ 타원의 표준방정식에서 ?의 
분모가 /의 분모보다 더 크면 모 
임점은 义축에 있고 少 2 의 분모가 
더 크면 모임점은 기축에 있다. 

실례로 타원 一 + 스 = 1 의 모 
4 9 

임점은 기축우에 있다. 그림 3 시 8 

※ 모임점으로부터 타원우의 

점 M (자少)까지의 거리를 점 M 의 모임점반경 이라고 부르는데 특히 
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서 M = /| 를 왼쪽모임점반경, FM = r 를 오른쪽모임점반경이라고 부 
른다. 

r x =a + — X ， r = a —— x 
a a 

③ 타원의 리심률 

e = ■ᄐ는 타원의 리심률이라고 부론다. 리심률 요는 타원의 모양을 결 

公 

정 해주는 곁수이다. («>c 이므로 0< e<l 이다. ) 

타원의 리 심 률을 긴 반경 « 와 짧은 반경 6 에 의 하여 표시 하면 

e = 주에 7 

짧은 반경 6를 리심률파 긴 반경 에 의하여 표시 하면 
公 = 、 Ja 2 - c 2 = ayj \- e 2 

타원의 모임점반경들은 ^= a + ex , r = a-ex 

④ 타원의 준선(그림 3-19) 

타원 —+ = 1 (0>公〉0)의 리심률을 e 라고 할 때 두 직선 

다 b a 2 

•X = ±^ ■ 를 주어 진 타원의 준선이 라고 부론다. (또는 ^ = ±— ) 
e c 

특히 ;c = -으 를 모임 점 F ,(- c , 0) 에 대응하는 준선 (또는 왼쪽준선 ) 
e 

义 = 쓰를 모임점 F ( c , 0) 에 대응하는 준선 (또는 오른쪽준선)이라고 
e 

부론다. 

타원우의 임의의 점에서 모임점까지의 거리와 그 모임점에 대응하는 
준선까지의 거리의 비는 일정하며 그 비는 타원의 리심률 e 와 같다. 
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즉 그림 3— 19에서 \ = ^ = & 

⑤ 모임점 을 지나며 긴축에 수직 인 타원의 활줄의 길 이(그림 3-20) 


HH X = 


2b 1 



2) 쌍곡선 



그림 3-20 


① 쌍곡선의 정의 

평면에서 정해놓은 두 점 F v F 까지의 거리의 차의 절대값이 일정 
한 (2 a >0) 점 들로 이 루어지는 도형 을 쌍곡선이 라고 부론다. 여 기서 
점 F x , ，를 쌍곡선의 모임점이라고 부론다. 

② 쌍곡선의 표준방정식 

쌍곡선의 중심이 자리표원점에 있고 모임점 F v F 가 x 축우에 있을 
때 F '(- c , 0), F ( c , 0) 으로 놓자. 

쌍곡선우의 임의의 점을 M ( x , 기)라고 할 때 | iWF ；- iWF T | = 2 a 로부 
터 다음의 방정식을 엄는다. 

Z~F =1 (Z,2=c2_a2) 

이것을 쌍곡선의 표준방정식이라고 부론다. 

여 기 서 « 를 쌍곡선의 실 반경 , 6 를 허 반경 이 라고 부론다. 

그림 3-21 에서 AA , = 2 a , 公公, =26 이 다. 이 것들을 각각 타원의 실 
축, 허축이라고 부론다. 

졌 실반경이 a , 허반경이 6 이고 모임점이 기축에 있는 쌍곡선의 표 
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준방정식은 
이 다. 




졌 쌍곡선의 모임점으로부 
터 쌍곡선우의 점 M ( x , 少) 

까지의 거리들을 점 살의 
모임점반경이라고 부르며 
자 = 企껀；을 왼쪽모임 점반경 , 
r = MF 를 오른쪽모임 점반 
경이라고 부론다. 

r { = MF X = ±(—x + a ), 
a 

r = ±{- x - a ) 

일 때 〈〈 +〉〉, (일 때 《一〉〉) 



③ 쌍곡선의 리심률 

e = 드를 쌍곡선의 리심률이 라고 부론다. ( c>a 이므로 e>l 이다.) 



b = 4 c-a = a 4 e -\ ^ = ±(^ + «), r ±{ ex - a ) 

④ 쌍곡선의 준선 

쌍곡선 |_含 = 1 의 리심률을 e 라고 할 때 두 직선 义 = ±|(또는 
x = ± — )1 - 쌍곡선의 준선이 라고 부론다. 

C 

특히 义 = -으를 모임점 여(- C , 0) 에 대응하는 준선(또는 왼쪽준 
e 

선), 义 = 으를 모임점 F { c , 0) 에 대응하는 준선(또는 오른쪽준선)이 
e 
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라고 부론다. 

쌍곡선우의 임의의 점에서부터 
모임점까지의 거리와 그 모임점 
에 대웅하는 준선까지의 비는 일 
정하며 그 비는 쌍곡선의 리심률 
요와 같다. (그림 3-22) 


⑤ 모임점을 지나며 실축에 수 
직인 쌍곡선의 활줄의 길이 



그립 3-22 



점근선 이 주어 지 면 그에 대 
옹하는 쌍곡 선은 무수히 많다. 
⑦ 공액쌍곡선 


쌍곡선 



b 1 a 2 


= 1을 서로 공액인 쌍곡선이라고 부 


른다. (그림 3-23) 


서 로 공액인 쌍곡선 은 점 근선 을 공통으로 가전 다. 
⑧ 등변쌍곡선 
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실축파 허축이 같은 즉 a = 6 인 쌍곡선 즈 = 1 을 등변쌍곡선이 
a 2 a 2 

라고 부론다. 이 쌍곡선의 두 점근선은 서로 수직이다. 

3) 포물선 

① 포물선의 정의 

평면에서 정해놓은 점，와 정해놓은 직선 관까지의 거리가 같은 점 
들로 이루어진 도형을 포물선이라고 부론다. 이때 점，를 포물선의 
모임점, 직선 씬을 포물선의 준선이 라고 부론다. 

② 포물선의 표준방정식 
포물선의 정점이 자리표 원점에 있 

고 모임점 ，가 X 축우에 있을 때 

F ( j ， 0) 으로 놓자. 

포물선우의 임의의 점을 M ( x , y ) 

라고 할 때 

다음의 방정식을 엄는다. 

少 2 = 2 Px 

이 것을 포물선의 방정식 이라고 부론 
다. (그림 3-24) 

※모임점 厂로부터 포물선우의 점 
M ( x , 기)까지 의 거 리 r 를 점 M 의 
모임 점반경 이라고 부론다. 

쪘 HI 

③ 포물선의 리심률 



Mk 


④ 포물선의 준선 

P 

포물선 少 2 = 2&의 준선의 방정 식 은 X = y 이 다. 
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⑤ 모임점을 지나며 X 축에 수직인 포물선의 활줄의 길이 
HH , = \ 2 P \ 

4) 원룰곡선 

① 원뿔곡선의 정의 
앞에서 본 원둘레, 타원, 쌍곡 

선, 포물선은 원뿔면을 자를 때 
생긴 다. 

② (그림 3-25) 

원뿔의 자름면파 원뿔의 축이 이 
투는 각을 0 C , 원뿔의 정각을 26 
라고 할 때 자름면파 원뿔면의 사 
귐선은 

• 0 < 0 C < 프■ 일 때 타원 

2 

• oc = 프■일 때 원둘레 

2 

• 0< a<e 일 때 쌍곡선 

• ot =0 일 때 포물선 
그러므로 원둘레, 타원, 쌍곡선, 포물선을 통털어 원뿔곡선이라고 

부론다. 

③ 원뿔곡선의 일반방정식 

직각자리표계가 도입된 평면에서 기축을 준선, 점 F ( c , 0) 를 모임점 
으로 하는 원뿔곡선의 일반방정식은 다음파 같다. 

( l - e 2 ) x 2 + y 2 - 2 cx + c 2 =0 
여기서 e 는 곡선의 리심률로서 상수이다. 

요가 어떤 값을 잡는가에 따라 방정식은 서로 다른 원뿔곡선을 나타 
낸다. 

I ) 0< e<l 일 때 jc 2 과 少 2 의 곁수의 부호는 갈으므로 방정식이 나 
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타내는 곡선은 타원이다. 
l ) e = l 일 때 포물선 
c ) e>l 일 때 쌍곡선 


5) 직선과 원를끅선의 자리관계 

① 직선의 방정식파 원뿔곡선의 방정식으로 이루어진 련립방정식의 
풀이의 개수에 따라 자리관계를 판정할수 있다. 

기) 두개의 서로 다른 실수풀이를 가질 때 직선파 원뿔곡선은 서로 
사귄다. 

1_) 한개의 실수풀이를 가질 때 서로 접한다. 

졌 원뿔곡선이 포물선인 경우에는 직선과 한개의 공통점을 가진다고 
하며 그 점에서 서로 접한다고 말할수 있다. 

C ) 실수풀이를 가지지 않으면 서로 떨어져있다. 

② 직선과 쌍곡선이 서로 사궐 때 쌍곡선의 한쪽가지와 사궐수도 
있고 두개의 가지와 사궐수도 있는데 판정은 직선의 경사각과 쌍곡선 
의 점근선의 경사각사이의 관계를 리용하여 할수 있다. 

직선의 경사각을 e, 쌍곡선의 점근선의 경사각을 a 라고 할 때 

-1) 0 >oc 일 때 직선은 쌍곡선의 한쪽가지 또는 두개의 가지와 사 
귄다. (사귐점은 두개) 

1-) 0 =ot 일 때 직선은 쌍곡선의 한쪽가지와 사귄다. (사귐점은 한 
개) 

c ) 0 <oc 일 때 직선은 쌍곡선의 두개의 가지와 사귄다. (사귐점 
은 두개 ) 

③ 직선과 원뿔곡선이 서로 접하는 경우 

기) 접선의 존재성을 판정하는 방법 

련립방정식을 풀이, 판정하는 대수적방법외에 직선과 원뿔곡선의 기 
하학적자리관계에 따라 판정하는 방법 이 있다. 

모임점을 포함하는 일정한 구역이 원뿔곡선의 아낙일 때 타원파 포 
물선에 대하여 주어진 점이 

•곡선밖에 있는 경우에 두개의 접선이 있다. 

• 곡선 에 놓이는 경 우에 한개 의 접선이 있다. 
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• 곡선안에 있는 경우에는 없다. 

쌍곡선에 대하여 주어진 점이 

• 곡선안에 또는 원점에 놓이는 경우 접선은 없다. 

• 곡선에 또는 점근선에 놓이는 경우 한개의 접선이 있다. 

• 곡선밖에 있는 경우 (원점, 점근선에는 놓이지 않는) 두개의 접선 
이 있다. 

L _) 접선을 구하는 방법 

어떤 한 점을 지나는 접선의 방정식 구하기 

• 만일 점 P (자，가)이 곡선에 놓이면 X 2 대신에 을, /대신에 

쌌 0 을, jc 대신에 을, 산대신에 세 0 ， y 을 갈아넣으면 접선 

의 방정식이 얻어진다. 

• 점 P ( x 0 , 少 0 )이 곡선밖에 놓이는 경우에 직선 y - y 0 = k ( x - x 0 ) 
파 곡선의 방정식으로 된 련립방정식으로부터 한변수2차방정식을 엄고 
公 = 0 으로부터 A ： 의 값을 구한다. 

이것을 직선의 방정식에 갈아넣으면 접선의 방정식이 얻어진다. 

소가 존재하지 않는 경우에는 x = 자이 구하려는 접선의 방정식인가 
를 알아본다. 

•점 P ( x 0 , h ；) 이 곡선밖에 있는 경우에 접점을 먼저 구하는 방법 
으로도 할수 있다. 즉 접점은 M ( x v 少나로 놓고 직선 MP 의 방정식 
파 곡선의 방정식을 련립시켜 (지, 기)를 구한다. 

변화률 소를 가지는 접선의 방정식 구하기 

접선의 방정식을 = + w 으로 놓고 곡선의 방정식파 련립시켜 한 
변수2차방정 식 을 엄 은 다음 2) = 0 으로부터 미을 구한다. 

④ 직선파 원뿔곡선사이의 거리 

일반적으로 곡선의 점으로부터 직선까지의 거리가 가장 큰것, 가장 
작은것이 각각 직선과 곡선사이의 최대거리, 최소거리이다. 

6) 원률곡선의 표준화 


원뿔곡선의 방정식을 평행이동, 회전이동에 의하여 원뿔곡선들 
의 표준방정식으로 만드는것을 원뿔곡선의 방정식을 표준화한다고 
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말한다. 

① 자리표계의 평행이동 (그림 
3-26) 

점 p 의 처음자리표계에서의 
자리표를 (자 y ), 새 자리표계 
에서의 자리표를 (지，外)이 라고 
하자. 

처음자 g 계 { O ; x , 功가 평 
행 이 동 00 1 = { a , 아에 의 하여 새 
자리표계 {어; 지, 기}로 옮겨갔 

다고 할 때 .다음의 관계 가 성 립한다. 
x = x x -\-a 

y = yi+b 


y 1 


P(x,y)j 

( x .> y ,) 

上—숀3 



卜 0 "才 ♦ 

X 

0 \ 1 

a 

그림 3- 

26 


이 식을 평행이동에서의 자리표변환식이라고 부론다. 

[례] 타원의 방정식 = i 을 표준화하여라. 

16 9 

(풀이 ) 타원의 중심 이 여 H , 3) 이므로 자리표계를 벡토르 
00 , = {~\, 3} 에 의하여 평 행 이동한다. 새 자리표계 에서의 타원의 임 


의의 점을 (자, 少 1) 라고 


하면 


|^ = ^+(-1) 
1少 = 凡+3 


이것을 타원의 방정식에 
갈아넣 으면 

i +느 

16 9 

② 자리 표계의 회전이 동 
(그림 3-27) 

점 p 의 처음자리표계에 
서의 자리표를 ( x , 少), 새 
자리 표계 에 서 의 자리 표를 
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그림 3-27 



(자，少 D 이 라고 하자. 

처 음자리 표계 { O ; 기}가 회 전각 a 에 의 하여 새 자리 표계 
[ 0 {, x v 기}로 옮겨 갔다고 할 때 다음의 관계 가 성 립한다. 
x = x l cosoc - 少 j sin a 
y = x r sin a + y t cos a 

이 식을 회전이동에서의 자리표변환식이 라고 부론다. 

회전각 a 는 다음파 같이 결정한다. 

원뿔곡선의 방정식 요 x 2 +2 公; c 少+ 쌌 2 +2£次 + 2五’少+，= 0에서 

• 싶 = C 일 때 cos 2 a = 0 (oc = —) 

4 

• 싶푠 C 일 때 tan 2 oc 로 정한다. (0 <a < y ) 


7) 문제풀이의 묘리 
원뿔곡선 외 방정식구하기문제 

[례 1] 쌍곡선의 리심률이 2이고 준선의 방정식이 2 x + y = 0 , 모임점 
이 F ( l , 0) 이 다. 이 쌍곡선의 방정 식 을 구하여 라. 

(설명) 곡선의 임의의 점을 P ( x , 기로 놓으면 쌍곡선의 정의로부터 

、/( ᄌ - l) 2 +) 戶 - ᅵ 

| 베 



이것을 정돈하면 쌍곡선의 방정식은 
llx 2 +16 x ^-^ 2 +10 x -5 = 0 


[례到 모임점이 F (-, -3) 이고 준선의 방정식이 x = y 인 포물선의 
방정식을 구하여라. 

(설명) 첫째 방법: 점 P ( x , 少)를 포물선우의 임의의 점이라고 하면 
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•J (，卜은) 2 + (ᄌ + 3) 2 

그 ——^——,- =1 이며 간단히 

FH _ 

하면 分 + 3) 2 =—! 야- 1) 

둘째 방법 : (그림 3-28) 준선의 방정 
식이 义 = 시이므로 포물선의 



그립 3-28 


방정식을 (少-少 0 ) 2 =-2夕(세 0 ) 

(夕 >0) 으로 놓으면 F 로부터 준선까지의 거리는 ^ = = 7 

8 8 4 

FA = ^= 5 - 
2 8 


정점 乂의 ； c 자리표는 1 +으 = 1이므로 A ( l , -3). 
포물선의 방정식은 8 8 



(설명 ) 왼쪽정 점 을 P ( x , y ), 왼쪽모임 점 을 F ( x 0 , 少 0 )로 놓으면 
e = | 이므로 정점으로부터 준선까지의 거리는 정점으로부터 모임점 
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까지의 거리의 2배이다. 

... x = 2 ( x 0 - x ) 

즉 ^0=|^ 少0=少 

가|ᄌ, y) 

MF 1 ( l x ^ i) 2 +( v ^ 2) 2 

정의로부터 ^ = -이므로 f 2 V +(y ZJ _ 1 

2 1 一 2 

이 식을 정돈하면 9 ( x - j ) 2 + 4 ( y - 2) 2 =1 

[례 4 ] 점 A ( 4 , 0) 을 지나며 원둘레 났+/=9에 접하는 원의 중심 
의 자리길방정식을 구하여라. 

(설명) 원둘레 jc 2 +/=9 와의 접점을 Q , 중심을 P ( x , 功라고 하 
면 | P 0_ PO | = 3 이다. 

점 P 의 자리길은 쌍곡선이다. 

3 

2公 = 3으로부터 a ~~2 

2c = OA = 4 로부터 c = 2 
중심은 (2, 0), 6 2 =ᅮ이므로 

쌍곡선의 방정식은 -ᄍ = 1 

4 4 

[례引 원점을 지나는 직선이 포물선 
少 2 =4义와 점 싶 (원점 이 아님 )와 사귄다. 

乂 와 원점을 모임점으로 하는 타원이 포물 
선의 모임점을 지난다고 할 때 긴축의 길 
이는 6이다. 이 타원의 방정식을 구하여 
라. (그림 3-30) 

(설명 ) 직선의 방정식을 少 = Ax 로 놓으면 
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y = kx 
y 2 = 4x 


사，승) 


少 2 =打의 모임점은 F(l, 0) 
문제의 의미로부터 AF + OF = 6 


유순-1) 2 + (승) 2 +1 = 6 화 k = ±l 

즉 A(4, 4) 또는 A(4, -4) 

타원의 임의의 점을 P(x, 少)라고 하면 /M + i 3 公 = 6이므로 
yl(x-4) 2 + (y±4) 2 +y lx 2 + y 2 =6 
즉 5x 2 ±Sxy + 5y 2 -4x±4y-l = 0 


[례 6] ᅀ ABC 의 세 변의 길이 a, b, c (a〉b〉c) 가 같은차수렬 
을 이루며 A{-\, 0), C ( l , 0) 이다. 점 公의 자리길방정식을 구하 
여라. 

(설명 ) 6 = ^C = 2 이다. 

3각형의 다른 두 변을 a = 2 + d ， c = 2-d (0<넜<2)라고 하면 
BA + BC = 4 

타원의 정 의 로부터 점 5의 자리 길은 타원이 다. 

타원의 긴 반경의 길이가 2, 모임점사이의 거리의 절반이 1이므로 짧 
은 반경 은 ^이 다. 



幻!〉公〉(:이 므로 ᄌ < 0, x ^-2 


[례 7] 중심이 자리표원점에 있고 긴 반경, 짧은 반경이 각각 자리표 
축에 있는 타원의 두 준선사이의 거리가 36 이다. 이 타원우의 어떤 점 
의 모임점반경이 각각 9, 15 일 때 이 타원의 방정식을 구하여라. 
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(설명) 타원의 방정식을 4+4=1 또는 ᅪ +4= i 로 놓자- 
a b b a 

모임점반경이 9와 15이므로 2 a = 9 + 15， a = \2 

a 1 144 

2x i = 36 이므로 — = i8 ? c = g 
c c 

b = \la 2 - c 2 = y/SO 
타원의 방정식은 


4』더 

144 80 


또는 



80 144 


[례 8] ;c = ±4 를 준선으로 하고 e = | 이며 원점 을 지 나는 타원의 방 
정식을 구하여라. 

(설명 ) 타원의 중심을 (0, 가 )이라고 할 때 타원의 방정식을 

^_ + ( y - y 0 ) 2 =1 로 놓을수 있다 
a b 

a 2 A 
—— = 4 

c => a = 2, c = l 

c _ 1 

a~2 

b =、 la 2 - c 2 = V 3 

타원의 방정식은 프 + 分-此) 2 =i 
4 8 

타원이 원점을 지나므로 少0 =± >^ 

즉 구하려는 타원의 방정식은 프 + ( W ^) 2 =1 
4 3 


[례 9] 타원파 쌍곡선이 공통인 모임점을 가지며 리심률의 합이다. 타 
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원의 방정식이 25x 2 +9 y 2 =l°i 때 쌍곡선의 방정식을 구하여라. 
(설명) 쌍곡선의 방정식을 g-g = l 로 놓자. 


타원의 방정식은 


= 47 ^= 


야 2 -1 

XT -1 

25 9 

c 4 


즉 쌍곡선의 리심률은 2-호 = | 


쌍곡선과 타원이 공통인 모임점을 가지므로 쌍곡선의 모임점사이의 


거리의 절반은 H ■이다. 


그러므로 실반경은 a = 


구하려는 쌍곡선의 방정식은 4 44 


丄4 

[례 10] 쌍곡선의 점 근선의 방정식 이 少 = ±1义이고 준선의 방정식 이 

义 = ±|이 다. 쌍곡선의 방정식 을 구하여 라. 

9 

(설명) 첫째 방법: 준선의 방정식이 义 = ±1이고 쌍곡선의 실축은 %축 
4 

우에 있고 점 근선 이 기 = ±1义이 므로 쌍곡선의 방정 식 은 


(4x) 2 -(3y) 2 =k 2 


즉 류-細 


16 ~9 
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내=쓰+프=쁘 

16 9 16 x 9 

스 | 이므로 k -,^- = 9 -^\k\=n 
C 5 16 5| A : | 5 11 

戶 少- 1 

._. 쌍곡선의 방정식은 ~9~ l 6 =l 


둘째 방법: 쌍곡선의 방정식을 ᅪ-ᅪ = 1로 놓자. 

a b 2 



c 2 =a 2 +Z ? 2 이므로 (증 a 2 ) 2 =a 2 

a 2 =0 (버린다.) a 1 =9 이때 公 = 4 


쌍곡선의 방정식은 ^-^ = 1 

9 16 2 2 

[례 11] 포물선의 정점이 원점에 있고 준선은 쌍곡선 ᅩ = 1의 

a b 2 

어 느 한 모임 점 을 지난다. 그리 고 포물선파 쌍곡선 이 닢 (1.5, V6), 
5(1.5, - A ) 에서 사귄다. 쌍곡선의 방정식을 구하여라. 

(설명 ) 포물선의 방정식을 / =2 px (/?>0)으로 놓자. 

A (1.5, 이 포물선우에 있으므로 방정식 에 갈아넣 으면 P = 2 


이다. 

그러 므로 포물선 의 방정 식 은 少 2 =4 x 이 다. 

포물선의 준선이 쌍곡선의 한 모임점을 지 나므로 c = l 이다. 
[a 2 +b 2 =c 2 = \ 

9 세 « 2 =1 
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쌍곡선의 방정식은 


서， 


[례1到 정점이 원점에 있고 모임점이 축우에 있으며 직선 少 = 2义 + 1파 
사귀여 생기는 활줄의 길이가 #인 포물선의 방정식을 구하여라. 
(설명) 구하려는 포물선의 방정식을 / = 로 놓자. 


\ 4 x 2 + (4 - m)x + 1 = 0 

[y = 2 x + \ 

m -4 1 

Xi+X2 =—— 9 x x x 2 =- 


>/ l 5 = 、/[(지 + ᄌ 2 ) 2 - 4지ᄌ 2 ](1 + 及 2 ) 이 므로 


15 = 



- 4X i 


(1 + 4) 


이 식을 풀면 m = \2 또는 m = -4 
구하려는 포물선의 방정식은 
y 2 =12 x , y 2 = -4 x 


[례1引 포물선의 대칭축의 방정식이 义一>；-1 = 0이고 모임점이 
F ( l , 0) 이며 포물선은 점 (0, 1) 을 지 난다. 이 포물선의 방정식을 구 
하여 라. 

(설명). 포물선의 준선은 대칭축에 수직이므로 준선의 방정식을 
•x + >； + w = 0 으로 놓을수 있다. 

포물선의 임의의 점 P ( x , y ) 에 대하여 (x - 1) 2 + /= [ ᅵ지녀 ) 

점 (0, 1) 을 지 나므로 이 자리 표를 우의 방정 식 에 갈아넣 으면 
m = 1 또는 m = ~3 
따라서 구하려는 포물선의 방정식은 
x 2 + y 2 — 2 xy — 6 x — 2 y + 1 = 0 

또는 x 2 + y 2 -2 xy + 2 x + 6 y-l = 0 


212 



직선에 의하여 생기는 원쁠곡선의 활줄의 길이 구하기문제 

[례 1] 직선 少 = 义 + !에 의하여 생기는 포물선 j ; = 丄 jc 2 의 활줄의 
2 ’2 

길이를 구하여라. 

(설명) 직선과 포물선의 사귐점을 A { x v 八), B ( x 2 , 此)이라고 하면 
3 

y =x+ 2 , 

=^> x 2 -2 x -3 = 0 => x { -\- x 2 = 2, x x x 2 = -3 

y =\^ 2 


:. AB = 、/[(지 + x 2 f - 打此] (1 + k 2 ) = V (2 2 + 12)(1 + l )=4>/2 

V 2 y 2 

[례到 쌍곡선 i_L = l 의 활줄의 길이는 4이고 이 활줄에 놓여있 
3 2 

는 직선의 변화률이 2이다. 이 직선의 방정식을 구하여라. 

(설명 ) 직선의 방정식을 少 = 2 ;c + w 이라고 하자. 


10x 2 +12wx + 3w 2 + 6 = 0 


[y = 2 x + m 
[2 x 2 -3/=6 

직선과 쌍곡선의 사귐 점 을 A { x v y x ), B ( x 2 , 少 2 )이 라고 하면 


x x + x 2 = —— m . 


예 2 = 


3 m 2 +6 

10 


3 m 2 + 6 


6 m 2 -6 


10 
+ V2lO 


(1 + 4) = 


6 m 2 -60 


5 


따라서 활줄이 놓이는 직선의 방정식은 

J 쁘 , = 2,-^0 


y = 2 x + - 
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1 v 2 y 2 

[례到 직선 £: 7 = -j；c + 2 와 타원 7 + $ = 1 이 두 점 4 公에서 
사귄다. AB 의 가운데점이 M 이고 AB = 2 七 ，직선 公사의 변화률 
이 | 일 때 a , b 를 구하여 라. 


(설명 ) A { x x , y ,), B ( x 2 , 此)이 라고 하자. 

=> ( a 2 +4 b 2 ) x 2 - Sa 2 x + \6 a 2 -4 a 2 b 2 = 0 




y y =-- x +2 

8a 2 


Xj + x 2 = 


« 2 +462 , 


세 2 = 


\6 a 2 - Aa 2 b 2 
a 2 +4 公 2 


AB = 、 j [(: Xl + x 2 ) 2 - 4 꿰 (1 + k 2 ) = 


[r 용“ 2 y 

4(16a 2 - 4a V) 

t« 2 +46 2 J 

a 2 +4 公 2 


1 나) = 


_2^aWa 2 +46 2 -16 
a 2 + 4 b 2 


2^5 


_2 y /5 abyla 2 +4 b 2 - l 6 
ᅳ a 2 +4 b 2 


absla 2 + Ab 2 -\6 = a 1 +4 b 2 . 

살 이 AB 의 가운데 점 이 므로 M 의 자리 표는 


지 +사 少1+少2 1 

I 2 ； 2 J 


즉 M 


x x - hx 2 
一。 


-(지 + x 2 ) + 4 
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마님냥 각™으면 


2 b 2 

~cF 


1 lb 1 
2 = ^ ， 
(니로부터 


a 2 =4 b 2 . 

« = 4, & = 2이다. 


원뿔곡선외 활줄의 가문데점에 관한 문제 

[례 1] 쌍곡선 났-4少 2 - 4 jc -24 少-36 = 0 의 한 활줄 닢公가 점 
M (5, -2) 에 의 하여 2 등분된다. 활줄 닢 S 가 놓이 는 직선의 방정식 
을 구하여라. 

(설명 ) A( Xl , 기) 라고 하면 M (5, -2) 가 활줄 닢公 의 가운데 점 이 므 
로 5(10- 지， -4 ᅳ가) 이1斗. 

A, B 는 쌍곡선 우의 점 이 므로 

|자 2 _4少 1 2 _4지_24少 1 _36 = 0 (ᄀ) 

|(10- x 1 ) 2 -4(-4->； 1 ) 2 -4(10- x 1 )-24(-4-3； 1 )-36 = 0 (니 

기一(니로부터 3지 -4凡 -23 = 0 이다. 

싶，사의 자리표는 이 같기식을 만족시키므로 직선 닢公의 방정식은 
3지 -4기 -23 = 0 이다. 

[례到 쌍곡선 义 2 _ᅩ = 1파 점 P(l, 2) 가 주어졌다. 점 P 를 지나 

며 쌍곡선파 두 점 4 5에서 사귀 는 직선 씬 을 그었을 때 점 P 가 선 
분 요 S 의 가운데 점 으로 되 였 다. 

1) 직선 싶公의 방정식을 구하여라. 

2) 0(1, 1) 을 가운데점으로 하는 활줄이 존재하지 않는다는것을 증 
명 하여라. 

(설명) 1) 점 P(l, 2) 를 지나는 직선의 방정식을 y-2 = k(x-l) 
로 놓자. 




, 각 (2 - k 2 ) x 2 + ( Ik 2 - 4 k ) x -( k 2 -4 k + 6) = 0 

[2 x 2 - y 2 =2 

D = A ( k 2 - 2 kf + 4(2 - k 2 )( k 2 -4 k + 6)>0 -t 풀면 k <^ 

x '+ x 2 _ 2 k - k 2 —호 이므로 k = \ 

2 2- k 2 

구하려는 직선의 방정식은 义一少+ 1 = 0 


2) 2(1, 1) 을 지나는 직선의 방정식을 y-l = k ( x -\) s . 놓자. 
[ y -\ = k { x -\) 

{2 x 2 - y 2 = 2 

公 = (2소 2 -2소) 2 -4(2-足 2 )(-灰 2 +2소一3)>0 ^ k<'- r 


(2 - k 2 ) x 2 + (2 k 2 - 2 k ) x - k 2 +2 k -3 = 0 


Xj + x 2 _ 2 k - 2 k _ 

2 ~ 2(2-k 2 )~ 


=> k = 2 


2 在 (- co , 조)이 므로 조건 에 맞는 활줄은 없다. 


원뿔곡선의 모임점을 지나는 활줄에 관한 문제 

[례 1] 포물선 /=4义의 모임점을 지나는 한 활줄 AB 를 그었다. 
이 활줄의 길이가 8을 넘지 않으며 직선 乂5의 경사각 a 의 범위를 
결정 하여라. 


(설명 ) 모임점 이 F ( l , 0) 이므로 점 ，를 지나는 직선의 방정식을 
少 = A :(; c - l ) 로 놓자. 

\ y2 = 4X => k 2 x 2 -(2 k 2 +4 )x + k 2 =0 

\y = k ( x - l ) 


직선파 포물선의 사귐점을 A ( x v y x ), 
2 A : 2 +4 , 

지+ᄌ2 = ?2 , 지사=1 


AB = 、 l [( x ' + x 2 ) 2 - 4 jc 나 2 ](1 + k 2 ) = 


B(x 2 , 少 2 )이 라고 하면 
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=1 ■[平:， 8 이므로 

이 식을 풀면 k <-\ 또는 k >\ (기) 

또한 |3 x 2 +2 /=2 각 (3 + 2 k 2 ) x 2 -4 k 2 x + 2 k 2 -2 = 0 

\y = k ( x - l ) 

직선파 타원이 서로 사귀므로 

D = - k 2 +3>0 =» - y /3< k <^3 (니 

(기와 (니로부터 + 

나국 < k <-\ 또는 \< k < 七 

0 <a <71, l<tana < V 3 또는 一 、/궁< tanoc < -1 로부터 

71 71 2 3 

— < a < — 또는 -71 <a <-71 

4 3 3 4 



하여라. 

3) AP 여 F 의 면적을 구하여라. (그림3_31) 
(설명 ) 1) /=4义로부터 F ( l , 0) 이다. 

타원파 포물선이 공통인 모임점을 가지므로 
6=9-1=8 
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2) 타원의 방정식은 y+ X 
P(x x , 此)라고 하면 


[스 + 쓰 -1 

ᄉ 9 8 => 2x 2 +9x-18 = 0 


U 2 =4 x 


x l = —, 시2 = -6 ( 버 린다. : 


메며 =3+ m 


PF = a-ex l -- 


2 2 


에서 义 축에 대 한 수직선의 밑점 을 시 라고 하면 cosa =- 


cos(7i _ P) = ^■ 이 므로 cosa cos |3 = 

5 .2/7 

3) cosoc= — 이므로 sma = —v6 

PFj • PF • sin a = >/ 금 이 다 . 


원뿔곡선외 접점을 지나는 활줄에 관한 문제 

[례니 점 P(x 0 , 가)을 지나 쌍곡선 ᅪ-소 = 1 에 두 접선(점 戶를 
a 公 

지나는 접선이 존재한다. )을 그었다. 두 접점을 지나는 직선의 방정식 
을 구하여라. 

(설명) 두 접점을 a (지, y,\ Q 2 (x 2 , 少 2 )이라고 하면 두 접선의 방 

유- 1=1 

점 P(x 0 , 少 0 )이 접선에 놓이 므로 
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이 식으로부터 직선 요2 2 의 방정식은 


[례到 타원의 두 준선의 임의의 한 점에서 타원에 그은 두 접선의 접 
점들을 끝점으로 하는 활줄은 일정한 점을 지난다는것을 증명하여라. 

(설명) 타원의 방정식을 ᅭ+ᅭ = 1로 놓으면 
a 公 

오른쪽준선의 방정식은 : c = i 으로 된다. 

c 

오른쪽준선의 임의의 한 점을 pj ^— , 이라고 하면 
점 p 에서 타원에 그은 접선의 방정식은 


■一+쁘=1 
b 2 

즉 公 2 x - b 2 c + = 0 

이 식은 임의의 少 o 에 대하여 성립하여야 하므로 
ib 2 x - b 2 c = 0 ix = c 

\cy = 0 [^ = 0 


따라서 접 점을 끝점 으로 하는 활줄은 일정한 점 ( c , 0) 즉 타원의 오 
른쪽모임 점 을 지난다. 

마찬가지로 왼쪽준선의 임의의 점에서 타원에 그은 접선의 접점을 끝 
점으로 하는 활줄은 왼쪽모임점 (-C, 0) 을 지난다. 


원뿔곡선외 접선에 관한 문제 

[례 1] 점 (0, 1) 을 지 나며 기 2 =4 x 에 접하는 접선의 방정식을 구하 
여라. 

(설명) 접선의 방정식을 少一1 = 뇨로 놓자. 

|少 2 =4’ ^ k 2 x 2 + (2 k -4 )x + \ = 0 

\ y-l = kx 
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公 = 0 으로부터 k = \ 

•• 구하려는 접선의 방정식은 



穴에서 사귄다고 할 때 PQ = RQ 

이면 점 P 의 자리표를 구하여라. (그림 3-32) 

(설명) 규(지, 八)로 놓으면 점 戶를 지나는 접선의 방정식은 


r y + y l =2 xx 1 
x = 0 


=» 穴 (0, _少 !) 


시-농, 0 ) 이 므로 직 선 # 의 

방정식은 3기나一 (1 + 3 지)少+ 凡=0 

(3y 1 x-(l + 3x l )y + y l =0 ᅪ ( ^、| 

\x = 0 아 , l + 3xj 


Pg= 穴 g 이므로 


또한 P ( x v 기)는 포물선우에 있으므로 少 i= 국이다. 
이것을 웃식에 갈아넣고 간단히 하면 
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(jc-1)(3x + 1)(4x + 1) = 0 
jc>0 이므로 ;c = l 이다. P ( l , 1) 

[례到 쌍곡선 戶- 4/=16 의 한 접선이 두 자리표축을 잘라낸 부분 
의 길이가 서로 같다. 접점의 자리표를 구하여라. 

(설명) 접점을 P(x” 少나로 놓으면 접선의 방정식은 
xxj -4yy l =16 

접선이 자리표축을 잘라내는 부분의 길이가 갈으므로 
Jxxj -4yy t =16 jxx 1 -4yy l = 16 
[x = 0 ， {^ = 0 

4 16 

우의 식으로부터 y = —— , 义 = 一 

지 


점 P ( x „ 기)는 곡선우에 있으므로 

지 2 -4刀 2 =16 (니 

(기를 (니에 갈아넣으면 16^-4^2=16 
2 _ 8 
••• 이 r 네 

, 해의 때타 [부, - 2 4 ) 또는 [부 2 4 ) 

[례 4] 타원 수 + 수 = 1파 포물선 /=-2(뇨의 공통접선의 방정식 
16 9 

을 구하여라. 

(설명) 공통접선의 방정식을 y = kx + b 로 놓으면 

<16 9 ~ (9 + 16 A : 2 ); c 2 +32 ^fcc + 16(6 2 _9) = 0 

[y = kx-\-b 


221 



서로 접하므로 公 = 0 다 b 2 =9 + \6 k 2 


少 2 = -20 x 
y = kx + b 


=> k 2 x 2 +(2 kb + 20 )x + b 2 =0 


그러 므로 D = 0 => kb = -5 ( l 

(기, (니로부터 소 = 1 일 때 b = -5 
及 = _1일 때 b = 5 
공통접선의 방정식은 
少 = ᄌ_5 또는 少 = _ᄌ+ 5 


[례引 쌍곡선의 두 점근선과 그의 임의의 점에서 그은 접선으로 둘러 
막힌 3각형의 면적이 상수임을 증명하여라. (그림 3-33) 



(설명) 쌍곡선의 방정식을 

스-쓰 = 1로 놓자 
a 2 b 2 

그러면 곡선의 임의의 한 점 

P ( x 0 , 少 0 )을 지 나는 접 선의 방 
정식은 

b 2 x 0 x - a 2 y 0 y = a 2 b 2 


점근선의 방정식은 

4-4=o 

a b 

K-4=o 

\ a b 

- a 2 y 0 y - a 2 b 2 = 0 

우의 두 식으로부터 접선과 두 점근선의 사귐점의 자리표는 


斗」느 

\^ X 0 _ 公少0 


ab 2 、 
bx 0 _ay” 


( a 2 b - ab 2 ᄉ 

{ bx 0 + ay 0 ， bx 0 + ay 0> 
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I 식 2 斗」니 2 I 전 Z 평 

^{ bx 0 - ay 0 ) ybx 0 - ay 0 ) 가 ( bx 0 - ay 0 ) 

애 =|][ T 국] [ T = J 전즈? 

\ ybx 0 +ayj ybx 0 + ay 0 ) \ ( bx 0 + ay 0 ) 


즉 S aoab =~ OAxOBx sin ZAOB = 


1 [此 2 (사 2 )] 2 


( b 2 xl - a 2 ylf 


a 2 b 2 ( a 2 + b 2 ) 


sin ZAOB = ~( a 2 + b 2 ) sin ZA OB 


~ 2 a 2 b 2 
ZAOB 는 두 점 근선사이 의 각이 므로 일 정 하다. 
1 다라써 는 0 살정 하•다 • 


[례 6] 포물선 / =2义가 주어졌다. 반경 이 1인 원둘레의 중심 이 x 축 
우에서 움직인다. 원이 어느 위치에 있을 때 포물선과 원둘레의 사귐점 
에서 두 곡선에 그은 접선들이 서로 수직으로 사귀겠는가를 구하여라. 

(설명) 타원파 포물선의 사귐점을 P ( x 0 , 기 0 ) 으로 놓자 . (; c >0)( 그 
림 3-34) 

그러면 점 戶를 지나는 포물선의 접선 식의 방정식은 凡少 = 义 +자 
시와 x 축파의 사귐점을 고라고 하면 


y 0 y = x + x 0 
y = 0 


=> x = - x 0 


즉 A (- x 0 , 0) 

접점을 지나며 접선에 수직인 직선은 
반드시 원의 중심 을 지 나며 원의 중심 은 _ 
: c 축에 있으므로 乂는 원의 중심 이다. 
원둘레의 방정식은 
(x + x 0 ) 2 + y 2 =l 
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P ( x 0 , 少 0) 은 이 원둘레 에 있으므로 4자 2 +가 2 =1 ( 기 

한편 P ( x 0 , 此)은 포물선우에 있으므로 yl = 2 x 0 ( L ) 

(기，(니로부터 4자 2 + 2자-1 = 0 

— i+、[E -\-、[S 

사 =—-— 또는 자 =—^— (버린다.) 

조건에 맞는 원의 중심은 

부。) 

최대값, 최소값문제 

[ 례 1] 타원 즈^+ 4 = 1우의 한 점 5(0, -6) 에서 활줄 BM 을 그었 
a 公 

다. SM 의 최대값 및 그때의 점 
M 의 자리 표를 구하여 라. 

(설명) 타원우의 점을 M ( x , y ) 

라고 하면 ^ e {- b , 6) 이 다. ( 그 
림 3-35) 

두 점사이의 자리공식으로부터 
BM 2 = x 2 +{y + bf 
M ( x , 기)는 타원우에 있으므로 

x2=a2 ~¥ y2 

BM 2 = a 2 ~~^ y 2 -^- y 2 + 2 by + b 2 = 

= 公 ^ y 2 + 2 by + a 2 + b 2 = 

부나며객 
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a 1 —b 2 

— — 2 —이므로 BM 2 은 최대값을 가진 다. 

1) ᅩ으公일 때 즉 b 2 < c 2 각 b<c 일 때 少 = ᅩ 에서 BM 2 은 최대 
c c 

값을 가진다. 


표대값 = 

BM 

최대값 


b 4 + a 2 c 2 + b 2 c 2 

? 

a 2 

= yla 2 - b 2 


( b 2 + c 2 ) 2 

a 2 - b 2 


a 4 


이때 사의 자리표는 [土습 K ᅀ] 

2) 일 때 즉 6 2 〉 c 2 일 때 6 >c 이면 少는 뜻구역 (- b , b ) 

c 

에 들지 않으므로 公은 끝점 에서 취 한다. 

少 = 公일 때 公 M 최대값 =2公 
즉 살의 자리표는 (0, 6) 이다 


[례到 타원 7 + & = 1 의 접선파 두 자리표축이 각각 두 점 A , B 

에서 사귄다. A 公45의 최소면적을 구하여라. 

(설명 ) 첫째방법 : 접점을 P (사， 少 0 )이라고 하면 접선의 방정식은 


못중: 

U = o 




=> 접선파 ^축파의 사귐점은 



=> 접선과 ^축파의 사귐점은 
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(X 0 , 此) 이 타원우에 놓이므로 y 0 = ±^^ 2 -4 이다. 


이것을 웃식에 갈아넣으면 
a 3 b 


x o 


^AOj 

= 쇼 


a 3 b 


2 、 l x l( ᅳ a 2 - x o) 2 a 

a 일 때 公ᅀ ois 는 최소값 (소를 가전다. 


둘째 방법 : 접점을 P(acos0, 6sin0) 로 놓으면 접선 요 8 의 방정식 

ᄉ cos0 sin0 . 

은 - x + ^—y = l 

a 公 


[ cos 0 sin 0 

—x + — 3 ； = 


b = o 


f cos 0 sin 0 

— 사ᄀ厂 ^ 


=> 접선과 축파의 사귐점은 싶°1 


=> 접선파 축파의 사귐점은 B\ 0, 


1 오 A 公ᅳ 


-xOAxOB-- 


ab 

_ ab 

2 cos 0 sin 0 

~ sin 26 


|sin 20 1 < 1 이 므로 公최소값=«必 

셋째 방법 : 접선의 변화률을 k, 접선이 x 축, 기축파 사귀는 점을 
각각 A, 公라고 하면 접선 싶公의 방정식은 


y = kx±、ja 2 k 2 +b 2 
ZS /40 = oc 로 놓으면 A ： = | tanoc | 이다. 
접선 닢公의 방정식은 


y = | tana | x ± v « 2 tan 2 a+b 2 = ±tana - x ± v « 2 tan 2 a+b 2 



OA 


_ 、 la 2 tan 2 a + b 2 
| tana | 


S aoab=^ xOAxOB = 


OB = 、 la 2 tan 2 a + b 1 
a 2 ten 2 a + b 2 


2| tana | 

즉 a 2 tan 2 a±2tana-/S , + Z ? 2 =0 
tenoc 는 실수이므로 D >0 => D = 4 S 2 -4 a 2 b 2 > 0, S>ab 

公 최소 = a 公 


[례 3j_j 선 ;c + 少一 3 = 0 파 포물선 少 2 =4 义가 A , 公에서 사귄다. 포 
물선 우에서 한 점 C 를 구하되 ᅀ ABC 의 면적 이 최 대로 되 게 

하여 라. (그림 3-36) 

(설명 ) 직선 jc + j ；_3 = 0 에 평행이고 포물선에 접하는 직선 씬의 방 
정식을 t : 义 + 少 + ^ = 0 으로 놓자. 
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[례 4] 포물선 /=社와 점 
M (5, 0) 이 있 다. 점 M 을 중심 으 
로 하고 반경이 1인 원둘레 M 의 임 
의의 한 점 2와 少 2 =8 jc 의 한 점 P 
를 취하였다. 의 최소값 및 PQ 
가 최소로 될 때의 점 P 의 자리표를 
구하여 라. (그림 3 - 37 ) 

(설명) 포물선우의 임의의 한 점을 




PM = 



少 I 2 =8 

즉 = ±2yf2, : c = l 일 때 최소= 2>/돈 


戶2최소값=2、/공-1, P {\, ±2石) 


x 2 v 2 

[례引 타원 ^ +ᅮ- = 1 과 직선 관: ᄌ一少 + 9 = 0 이 있 다. 직선 씬의 
한 점 必 을 지 나며 주어진 타원의 모임점 F \, F 를 모임점으로 하는 


타원을 그린다. 점 살이 어느 위치에 있을 때 새로 얻은 타원의 긴 




한 대칭점을 여 라고 하면 月 (一9, 6) 이므로 직선 月，의 방정식은 
•X + 2少一3 = 0 이다. 


x - y +3=0 

x +2 y -3=0 


씬 과 여 ' F 의 사귐 점 은 M (-5, 4) 이 다. 


즉 M (-5, 4) 를 지나는 타원의 긴축이 가장 짧다. 

MF；+MF = 2 a 이 므로 2公 = 6,, a = 3 yf 5 

:. a =45, c 2 =9, b 2 =36 

v 2 v 2 

구하려는 타원의 방정식은 — + TZ = 1 


[례 6] 점 P 가 타원 났+4/=4우에서 움직이고있다. 그리고 점 g 는 
원둘레 고:; c 2 + Cy -2) 2 =| 우에서 움직이고있다. 의 최대값 및 그 

때의 점 P 의 자리표를 구하여라. (그림 3-39) 

(설명) 타원의 한 점을 P (2 cos 6, sine ) 로 놓자. 

AP 2 =4 cos 2 6 + (sinG -2) 2 = -3( sin 0 +|) 2 +y 
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p x a , 戶 2 乂의 연장선이 원둘레와 사귀는 점을 각각 q x , e 2 이라고 하면 

P x Q l =P 1 Q 1 =\^2i+\ 

이것이 최대값임을 밝히자. . 

원둘레의 임의의 점을 Q , 타원우의 임의의 점을 P 라고 하면 

AP + AQ>PQ 


같기표는 P , Q , 고가 한직선우에 있을 때 성립하는데 
AQ , = AQ , 싶석 之 乂戶 이 므로 
석0 + 고 ◦ > Pg 


즉 Pg <^ + | V 21 olpf . 

•'• ^2해=士+|、/하 이때 점 p 의 자리표는 

-9 (伊 -!) 


몇가지 증명문제 

[례 1] 타원 4+4 =i 과 쌍곡■선 4-유 =i 이 공통인 모임점 
a b ci 0 b 0 

F \, 을 가전 다. 점 P 가 그것 들의 한 사귐 점 일 때 다음것 을 증명 하 
여라. (그림 3 — 40) y 

1 ) ZF x PF 2 = 2 arctan — 

丄 b i 

2) *^Af ； PF 2 = ^1^2 

(설명) 1) 타원, 쌍곡선의 정의로부터 
J PF X + PF 2 = 2 a x j PF X = a x + a 2 

\ PF l - PF 2 =2 a 2 ^{ PF 2 = a l - a 2 

( P 가 1 사분구의 사귐점이라고 하여도 일반성을 잃지 않는다. : 



그립 3-40 
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그리고 a, 2arctan— g (0, 71) 이므로 a =2arctan 
公 2 

公 2 - 公 2 

2) cosa = -^ —— y, a g (0, 71) 이 므로 

-=f_ 붉 


= -(a 1+ a 2 )(a 1 -a 2 ).-^ = 

，설, 소■느소 


스 F 乂 PF 2 =a 라고 하면 


[례 2] 포물선 y =2 px (夕〉0)의 임 
의의 점 M (지, 少나와 모임점 ，를 맺 
는 직선이 포물선파 점 TV 에서 사귄다. 
M , "으로부터 축에 내린 수직선의 
밑점을 각각 P , ◦라고 할 때 MP-NQ 
가 일정 함을 증명 하여 라. (그림 3-41) 




62 61 




(설명 ) 삶(지, 기), F ( 독 , 0 ) 일 때 

少 / P 

직선 _의 방정식은 x = —( x i _ y) + y 



MP-NQ = \ y r y 2 \ = P 2 (상수) 


[례到 쌍곡선 戶一少 2 =« 2 의 임 
의의 한 점 P 에서 x 축에 수직선 
을 긋고 쌍곡선파 사귀는 다른 한 
점을 2라고 할 때 두 정점에서 활 
줄 를 보는 각들은 서로 보템 
각을 이룬다는것을 증명하여라. (그 
림 3-42) 

(설명 ) P(x v 少八 Q(x 2 , 少 2 )로 놓자. 

쌍곡선의 방정식은 ᅩ-^ = 1이므로 정점의 자리표는 

公 公 

41-建? 0), A(a, 0) 

점 고의 활줄 에 관한 대칭점을 5라고 하면 B(2x 「 a, 0) 이고 
ZPBQ = ZPAQ=a 이 다. 

4 B 의 가운데 점 <9； = - 0) 을 중심 으로 하고 |과 5 를 반경 으 

로 하는 원둘레의 방정식은 [x-(x x -a)\ 2 +y 2 =xl (기 

P (자, 少나를 (ᄀ)에 갈아넣으면 a 2 +yf=xf 
P 는 쌍곡선의 점 이 므로 xf-yf=a 2 
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.•. 점 P 는 원둘레 여우에 있다. 

마찬가지로 점 e 는 원둘레 어우에 있다. 

4각형 과 P 公2는 원 에 내 접하므로 

ZPBQ + ZPA 必 =n 人 스 PAQ + ZPA,Q = n 


[례 4] 쌍곡선의 임의의 점에서 쌍 
곡선에 그은 접선은 그 점에서 두 모 
임점을 보는 각을 2등분한다는것을 
증명 하여 라. (그림 3-43) 

(설명) 쌍곡선의 방정식을 

X 2 V 2 

^-^ = 1, 쌍곡선의 임의의 점 

을 P(,X X , y x ) (오른쪽가지의 점 이 
라고 하여 도 일반성 을 잃지 않는다. ), 점 모에서 그은 접선이 x 축파 
사귀 는 점 을 M , 왼 쪽, 오른쪽모임점 을 각각 F x {-c, 0), F{c, 0) 
이라고 하자. 

PF X = \ex y + a\ , PF = \ex x - a\ 

점 모를 지나는 접선의 방정식은 
i : b 2 x r x - a 2 y x y = a 2 b 2 



접선파 jc 축파의 사귐점은 M (— , 0) 


그러므로 


F X M 


x i 


a 

FM = 

a 2 

C + ——, 

c - 

지 


지 


F X M _ 

~¥奪:一- 

公 2 
C + —— 

자 


cx 1 + 公 2 

_^ + a \_ PF l 

a 2 
c - 

지 


이 - a 2 

\ ex x - a \ PF 


즉 PM 은 의 2등분선이다. 
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련습문제 

1. 방정식 2 j ( 2 - 少 2 — 4; c -2 少+ 1 = 0이 나타내는 곡선은 ( )이다. 

① 두개의 서로 사귀는 직선 ② 두 평행인 직선 

③ 타원 ④ 쌍곡선 

2. 상수 a >0 에 대하여 타원 =0 의 긴축이 짧은축 

의 2배이면 "는 ( ) 이다. 

1 1 「一 
① 급 ② 2 ③ 급 또는 2 ④ 、fi 

3. 아래 의 쌍곡선 들가운데 서 기 = ±|x 를 점근선 으로 하는것 은 
( )이다. 


③ y-/=l 

4. 포물선 少 2 =2 jox 와 y 2 =2q{x-h)7\ 공통인 모임 점을 가지면 
P, (1, 가사이의 관계는 ( ) 이다. 

① 2h = p + q ② 2h = ~p~q 

③ 2h = -p + q ④ 2h = p-q 


5. 

쌍곡선의 모임점사이 거리가 2 c , 

두 접선사이의 

거리가 넜일 때 

d = * 

c ■이면 리심률 e 는 ( 

)이 다. 



① 

接 © 石 

③ 2 

④ 3 


6. 

포물선 少 = ax 2 ( a <0) 의 모임점의 

자리표는 ( 

)이 다. 

① 

(o, -) © (o. 

우-、 | ® f 

0, -丄 1 

® fo, 


l 4J l 

4« J l 

、 4aJ 

{ 4J 

7. 

방정식 2x 2 -5 x + 2 

= 0 의 두 풀이를 각각 ( 

)로 되게 할수 
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있 다. 

① 한 타원과 한 쌍곡선의 리심률 

② 한 타원파 한 포물선의 리심률 

③ 한 쌍곡선파 한 포물선의 리심률 

④ 두 타원파 리심률 

8. 少 = ±| x 를 점근선으로 하고 한 접선이 5 j (-63；-8 = 0 인 쌍곡 
선의 방정식은 ( )이다. 

① ^一少 2 =1 ② - — x 2 =1 

4 2 4 ， 

③ 우-/=1 또는 복— x 2 讀 ④ y-/=l 

V 2 v 2 

9. F 는 타원 1 + 슈 = 1의 오른쪽모임 점 이고 P { x , 少)는 타원우의 

a 公 

임의의 한 점이면 PF 의 값은 ( )이다. 

① ex + a ② ex-a ③ e-ax ④ a-ex 

10. 방정식 ax 2 - ay 2 =b ( fl 必 <0) 은 ( )를 나타낸다. 

① 모임점 이 x 축우에 있는 쌍곡선 

② 모임 점 이 기축우에 있는 등변쌍곡선 

③ 모임점 이 x 축우에 있는 등변쌍곡선 

④ 모임 점 이 기축우에 있는 쌍곡선 

11. 쌍곡선 少 2 -4?+1 = 0의 점근선의 방정 식 은 _이 고 두 

점근선사이의 각들중에 서 가장 작은것 은 _이 며 준선 의 방정 식 

은 _ , 두 준선사이의 거리는 _ 이다. 

12. 타원의 모임점사이의 거리의 절반이 모임점으로부터 대응하는 준 

선까지의 거리와 같으면 타원의 리심률은 _이다. 

13. 포물선 少 2 =-义의 한 점 P 로부터 모임점까지의 거리는 2이다. 

235 



그러면 점 P 의 자리표는_이다. 

14. 자리표축이 대 칭 축인 등변쌍곡선의 점근선의 방정 식 은 _ , 

리심률은 _이다. 만일 모임점의 자리표가 (一3, 0) 이면 이 쌍곡 

선의 실축의 길이는 _ , 쌍곡선의 방정식은 _이다. 

15. 타원의 방정식이 戶+2少 2 =4 이다. 그러면 모임점의 자리 

표는 _ , 준선의 방정식은 _이 다. 만일 타원우의 

한 점 P 로부터 한 모임점까지의 거리가 1이면 P 로부터 다른 모 

임점까지의 거리는 _ , P 로부터 두 준선까지의 거리는 각 

각 _이다. 

x 2 y 2 5 

16. 타원 7 + | = 1우에서 오른쪽모임점까지의 거리가 j 인 점의 자리 

표는_이고 이 점으로부터 오른쪽준선까지의 거리는_이다. 

17. 중심 이 원점 에 있고 모임점 이 자리표축에 있는 타원의 한 준 
선이 x = 4 이며 긴축의 한 끝점으로부터 가장 가까운 거리에 있 

는 모임점사이의 거리가 1이면 이 타원의 방정식은、ᅩ_, 리심률 

은 _이다. 


18. 한 타원의 중심이 자리표원점에 있고 모임점이 자리표축에 놓이며 

짧은축의 길이가 6, 리심률이 0.8 이면 이 타원의 방정식은 _이다. 

V 2 V 2 

19. 중심이 원점에 있고 대칭축이 자리표축이며 一 + L = 1 의 모임 

8 5 

점이 정점이고 정점이 모임점인 쌍곡선의 방정식은 _이다. 

V 2 V 2 

20. 쌍곡선 &一ᅮ = — 1 의 정점이 모임점이고 정점이 원점에 있는 

포물선의 방정식은 _이다. 
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21. 중심이 원점에 있고 모임점이 x 축에 있는 쌍곡선파 직선 

义 一2 少 = 0이 두 점고, 公에서 사귀여 싶5 = 2>/巧이다. 이 쌍곡선이 
등변쌍곡선이면 그의 방정식은 _이다. 

22. 포물선 y 2 =2px7} 모임 점 F 를 지 나며 그의 대 칭 축에 수직 인 한 

직선이 포물선파 두 점 고, 5에서 사귄다. 만일 준선파 대칭축이 점 
P 에서 사귀면 ZAPB= _이다. 

23. 타원 ᅭ+ 4 = 1우의 가로자리표가 3인 점 P 로부터 두 모임점 

a 公 2 

까지의 거리가 각각 6.5, 3. 5이다. 그러면 긴축의 길이는 _ , 

짧은축의 길이는 _이다. 

24. 등변쌍곡선 x 2 -/= a 2 의 웃반평면에 있는 왼쪽가지우의 움직 

이는 한 점 P (정점이 아님)와 왼쪽모임점 묘를 지나는 직선 PF 의 변화 
률 대 값범위는 _ 이다. 

V 2 V 2 

25. 타원 p + i = 1 의 두 모임점 F ', 尺을 직경의 두 끝점으 

로 하는 원둘레 와 타원 이 사귐점 을 가지 지 않으면 타원의 리 심률은 

ee _ c (0, 1) 이며 원둘레와 타원이 4개의 사귐점을 가질 때 그 

4개의 사귐점파 F x , 巧을 정점으로 하는 6각형 이 바론6각형 이면 타원 
의 리심률 e 는 _이다. 


답 

1.① 2.③ 3.② 4.④ 5.② 

6. ② 7. ① 8. ① 9. ④ 10. ② 




14. y = ± x, V2, 3>/2, x 2 -y 2 

15. (±V2, O), x = ±2 、 H, 3, V2, 3V2 


16. 

(- 

1 나 

} 5 


17. 

x 2 

—+ 
4 

/_ 

3 

1, 

18. 

x 2 

소:] 

1 또는 

프 + 스 

= 1 

19. 

x 2 _ 

z 


25 

9 

9 25 



T _ 

5 

20. 

x 2 

= ±12 少 



21. 

x 2 - 

-/ = 

9 

22. 

90° 




23. 

10, 

5S 


24. 

K e (-oo, 

-i)U(o, 

+ oo) 






2 , fo, fi ff, 4 사 

V J V / 
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3. 보조변수방정식 


1) 보조변수방정식의 일반적개념 


방정식 


卜八 0 (기 

\y=Ht) 

가 주어졌다고 하자. 여기서 /於와 ((사)는 일정한 구간에서 변하는 
변수 t 에 관한 식이다. 

식 (기는 매 가의 값에 따라 수 쌍 (X 功를 결정한다. 

이 수 쌍 (x, 少 ) 를 자리 표로 가지 는 점 M(x, 少 ) 를 호 가 결 정 하는 
점이라고 부르자. 이제 r 를 변화시키면《가 결정하는 점 必은 변하 
면서 어떤 선 씬을 결정하게 될것이다. 

이때 ("0 를 선 씬의 보조변수방정식이라고 부르며《를 선 씬의 보 
조변수라고 부론다. 

주어진 선의 보조변수방정식을 작성하기 위해서는 우선 선의 보조변 
수를 정해야 한다. 

변수 호가 있어서 호의 값이 결정되면 선의 점이 유일하게 결정되고 
거꾸로 선의 점이 결정되면《의 값이 유일하게 결정될 때 변수《는 선 
의 보조변수로 된다. 

선의 보조변수를 정한 다음에는 선의 움직이는 점 살의 자리표 义와 
기를 각각 ᄉ 에 의 하여 표시 하는 함수 

1少 =( p (0 

를 구하면 이것이 주어진 선의 보조변수로 된다. 


2) 몇가지 곡선의 보조변수방정식 


① 직선의 보조변수방정식(그림 3-44) 

점 尺(자，少 0 ) 을 지나며 경 사각이 a 인 직선 씬 의 보조변수방정 식은 
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x = x 0 +，cosoc 
y = +^sina 


야는 보조변수) 


여기서 《의 곁수들의 2제곱의 합이 
1인데 이때 직선의 보조변수방정식을 
표준식이라고 부론다. 

보조변수방정식 에 들어있는 매개 량 
의 의미는 다음파 같다. 

기. 직선 씬의 임의의 점을 P 라고 할 ᄌ 
때《는 벡토르 &의 크기를 나타낸 그 U 3_44 

다. 즉 책 

1-. 직선 씬의 이 아닌 서로 다른 두 점을 p v p 2 , 그에 대웅하는 보 
조변수값을 자, G 이라고 I ■ 때 서와 尺사 이의 거리는 다음파 같다. 

P l P 2 = K _ 미 :、/(八 + , 2 ) 2 -4 八,2 

C . 점 보이 선 분 저 P 2 의 가운데점 일 때 점 보에 대 응하는 보조변 수 
값。은 다음파 같다. 
t m =\(f x +t 2 ) 



S . 尺이 月尺의 가운데점이면 차+~=0이다. 

[x = Xr,+at 

D . 방정식 \ 야는 보조변수)는 점 尺(자, 가)을 지나며 

b [y=yo+ bt 

변화률이 一 인 직선의 보조변수방정식을 나타낸다. 
a 

a 2 +6 2 =l 일 때에만 호의 의미는 앞에서와 같다. 

4P 

직선 AB 우의 임의의 점 모에 대하여 스스 = 入로 놓으면 직선 AB 의 
PB 

보조변수방정식은 다음파 같다. 
x x + 入: v : 2 
1 +入 

凡+入凡 ( X 는 보조변수) 

1 +入 
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여기서 A(x ]% 기 ), B( x 2 , 此 ) 이다. 


② 원둘레의 보조변수방정식 


(0 는 보조변수) 


기. 중심이 원점에 있고 반경이 묘인 원둘레의 보조변수방정식 
ix = RcosQ 
[y = RsinQ 

1-. 중심 이 (자, 少 0 )이 고 반경 이 묘인 
원둘레의 보조변수방정식 
[x = x 0 +RcosQ 


[y = y 0 +RsinQ 


(0 는 보조변수) 


그림 3-45 에서 보는바와 같이 
BP-BD = RsinQ, 公公一 04 = 穴 cos0 



즉 y~yo = ^sin0, x-x 0 = i?cos0 


x = x 0 + i?COS0 
y = 기 0 + 穴 sin0 


(0 는 보조변수) 


보조변 수 0 는 반경 이 놓이 는 직 
선파 ^축의 정의 방향파 이루는 
각이 다. 

③ 타원의 보조변수방정식 

X 2 V 2 

7 + t = l 에 대하여 그림 3- 

46에서와 같이 타원의 긴반경, 짧 
은 반경을 각각 반경으로 하고 자 
리표원점을 중심으로 하는 두 원 
을 그리자. 

타원의 임의의 점 p(x, 기에서 
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그립 3-46 



x 축에 그은 수직선이 x 축파 사귀는 점을 M , 큰 원파 사귀는 점을 
P 0 ( x 0 , 少 0 )이라고 하면 분명히 자 아이다. 

로놓으면 OM = OP 0 cos a 즉 ; t : = acosoc 이다. 
타원의 방정식에 이것을 갈아넣으면 少 = 6 sinoc 이다. 

公巧이 작은 원파 사귀는 점을 석(지, 兄), 석에서 义축에 그은 수직 
선의 밑점을 %이라고 하면 

P l M l = y 1 =6 sin a ... y x =y P'P II x 축 

그러므로 타원의 보조변수방정식은 
x = a cos a 

少 = 6 sinoc (〔(는 보조변수) 

주의 : 보조변수 ot 는 반직선 OP 가 x 축의 정의 방향파 이루는 각 
이 아니다. 

P 에서 x 축, 기축에 수직인 직선을 그었을 때 큰 원둘레, 작은 원둘레 
와 사귀는 점을 각각 P 0 , 석라고 할 때 세 점 O , P 0 , 걱는 한직선에 놓 
이며 이때 OPf ) 이 X 축의 정의 방향파 이루는 각이 OC 이다. 이 각을 리 
심각이라고 부론다. 

중심 이 分0, 凡)이 고 긴 반경 , 짧은 반경 이 각각 a , 6 인 타원의 보 
조변수방정식은 다음파 같다. 
x = x 0 +acosa 

y = y 0 +bsina ( a 는 보조변수) 

④ 쌍곡선의 보조변수방정식 

= 1 에 대하여 a > 公인 

경우를 보자. (그림 3-47) 

곡선의 임의의 한 점 P ( x , 少) 

에 대 하 여 i 3 를 지 나 X 죽 에 평 행 
인 직선과 점 싶에서 작은 원에 
그은 접선파의 사귐점을 Q , 모에 
서 X 축에 내린 수직선의 밑점을 
M , 점 보올 지나 큰 원에 그은 접 
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선의 밑점을 B 라고 하면 세 점 O , B , Q 는 한 직선우에 놓인다. 그러 
므로 OQ 와 x 축의 정 의 방향파 이 루는 각을 ((> 라고 하면 
OM = x = aseccp, 싶 Q = 3； = 公 tancp 
쌍곡선의 보조변수방정식은 


(9 는 보조변수) 


x = aseccp 
I少 = 公 tancp 

중심이 (자，凡)에 있는 쌍곡선의 보조변수방정식은 


x = x 0 + aseccp 
y = 少 o + 公 tancp 


(cp 는 보조 변수) 


주의 : 보조변수 9는 쌍곡선의 임의의 점 P 와 자리표원점을 지나는 
직선이 ^축의 정의 방향파 이루는 각이 아니다. 

쌍곡선의 보조변수방정식 에서 보조변수 9의 값범위는 


(pe 
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쌍곡선 에 서 도 이 각 9를 리 심 각이라고 부론다. 


⑤ 보조변수방정식파 일반방정식 

-1. 일반방정식을 보조변수방정식으로 바꾸기 

일 반방정 식 을 보조변수방정 식 으로 바꾸자면 먼저 보조변수를 선택하 
여야 한다. 

보조변수의 선택은 문제의 특성에 따라 여러가지로 할수 있는데 일 
반적으로 각(중심각, 리심각, 직선의 경사각, …), 변화률 K , 어떤 선 
분의 길이, 활등의 길이, 어 떤 점의 가로자리표 또는 세로자리표 등을 
보조변수로 취한다. 


[례] 방정식 jc 2 +/-2 jc = 0 을 보조변수방정식으로 바꾸어라. 

첫째 방법: 곡선의 원점 (0, 0) 을 지나는데 (0, 0) 은 일정한 점이므 
로 이 점을 지나는 직선 少 = 紅를 생각하고 이 직선의 변화률 K 를 보 
조변수로 잠자. K 의 서 로 다른 값에 서 로 다른 점(원점 이 아닌 )이 대 
옹하므로 


x 2 + y 2 -2 x = 0 
y = kx 


=> (l + k 2 ) x 2 -2 x = 0 ^x = 0, 


2 

l + k 2 


243 



2 k 

여기로부터 y = Y ~/^ 


그리하여 주어진 곡선의 보조변수방정식은 
2 

( yt 는 보조변수) 

2 k 

둘째 방법: 주어진 방정식을 변형하면 야一1) 2 +少 2 = i 인데 이것은 
원둘레를 나타낸다. 곡선의 임의의 점파 원의 중심을 맺는 선이 x 축 
의 정의 방향파 이루는 각 0를 보조변수로 정하면 


Jx = 1 + COS0 
1 少 = sin0 


(e 는 보조변수) 


여기서 보는바와 같이 보조변수를 어떻게 취하는가에 따라 보조변수 
방정식의 형태도 달타진다. 

보조변수를 취할 때 다음의것에 주의를 돌려야 한다. 

첫째로, 보조변수 호를 취하였을 때 义 = /이로 표시되면 /於의 값 
구역이 일반방정식에서 x 의 값구역파 일치하여야 한다. 

실례로 # = 1을 보조변수방정식으로 고칠 때 정확한 방법은 다음 
파 갈다. 


삼각늘같기 식 tanoc .cotoc = l(oc 푠 | 切 r, A ： e/) 을 리 용하고 义 = tanoc 
로 놓을 때 ^ = cota 로 된다. 


따라서 


x = tana 
y = cota 


(a 데 ai. 


kel ) 


는 보조변수방정식으로 된다. 여기서 이는 보조변수이다. 
만일 sinoc .cosem =1 로부터 •xzsinoc 로 놓으면 



(oc 는 보조변수)를 얻는데 여기서 |* j < 1 이다. 


그런데 # = 1에서 ^는 령 아닌 모든 실수값을 취한다. 
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그러므로 우의 방정식은 주어진 방정식의 보조변수방정식이 아니다. 
둘째로, 보조변수를 선택한 후에 X = fit), 기 =( p (0 를 만드는데 
/(4 9(，)를 간단하게 하여 야 한다. 

1-. 보조변수방정식을 일반방정식으로 바꾸기 

보조변 수방정 식 을 일 반방정 식 으로 고치 는데 서 기 본은 보조변 수를 없 
애 는것 이 다. 

즉 자 기 에 관한 관계식 을 만드는것 이 다. 보조변수소거 법 에 는 대 수적 
소거법파 삼각소거법이 있다. 

\x = 2t 2 

[례 1] I , 야는 보조변수)을 일반방정식으로 고쳐라. 

b =- 卜， 

(설명) 대수적소거법을 리용하자. 

少 =- i - 一으로부터 '=- 少 - 1을 엄는다. 

이것을 첫 식에 갈아넣으면 x = 2(-y-l) 

따라서 일반방정식은 ;c + 2 少+ 2 = 0이다. 

그런데 보조변수방정식 에서 jc = 2 戶>0이므로 일반방정식은 
x + 2y + 2 = 0 (x>0) 


[례 到 


[x = sin 0 
나 = l + cos 0 

(설명) 삼각소거법을 리용하자. 

Jsin 2 6 = x 2 
{ cos 2 0 =( 少 - 1) 2 
| sin 0 |<l 즉 ; |_1이므로 일반방정식은 

X 2 +(y-lf=\ (|x|<l) 


( e 는 보조변수)를 일반방정식으로 고쳐라. 


=> x 2 Hy~i ) 2 
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3) 문제풀이의 묘리 

보조 변수 방정식을 일반방정식으로 바꾸기문제 


[례 到 


2a-l 


a + l 
3a 

= ^+T L 

_2 (g + l )-3 


( a 는 보조변수) 


= 2 - 


(설명) 


厂_ 


( a 는 보조변수) 


a+l a+l 

3 (a + l )-3 

■ a + l 이 a + l 니 

(ᄀ)-(니 x-y = -l 

즉 ᄌ一少+1=0 

그런데 (기, (니로부터 x^2, 少부3 

그러므로 보조변수방정식은 x - j ； + l = 0 (점 (2, 3) 은 제외) 

ᄂ」느 、 

t 2 +4 기 

16-4^ 2 U 는 보조변수) 


[례引 


기 = 


고 2 +4 
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(설명) 두 식의 량변을 각각 두제곱하면 
ᅳ 2 64/ 2 

X= ~¥^f 

[ (" 4 ) 

?ᅵ/_ 내， 2 ; (4- t 2 ) 2 1 

•'• 4 16 (^ + 4 ) 2 伊 + 4) 2 

일반방정식은 ^ = 1 


직선의 보조변수방정식의 응용문제 

[례 1] 점 P 0 (2, 1) 를 지나는 직선의 보조변수방정식 
, \x = 2 -t 

八: , + 야는 보조변수)가 주어졌다. 이 직선과 직선 

b =1 +， 

씬 2 :느+少一1 = 0파의 사귐점 모와 具사이의 거리를 구하여라. 

(설명 ) ;c = 2-r, 少 = 1니 를 방정식 2jc + j ；-1 = 0 에 갈아넣으면 
f=4 이고 따라서 두 직선의 사귐점은 P(-2, 5) 이다. 

따라서 PP 0 =4V2 

[례到 직선의 방정식이 다음파 같이 주어졌다. 

야는 보조변수)이 직선과 포물선 /=4 jc 와의 사귐 



점의 자리표를 구하여라. 

(설명) x = \ + ^ t , y = ^t 를 少 2 =4ᄌ에 갈아넣으면 
^=-|, 왼 =4를 엄는다. 이것을 보조방정식에 갈아넣으면 
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2>/3 


F = 2、/! 


따라서 사귐점의 자리표는 


_2yfl) 


(3, 2 、片 ) 


[례引 직선 £: 



야는 보조변수)파 쌍곡선 


( j ；-2) 2 -; c 2 =1 이 두 점 A, B 에서 사귄다. 활줄 AB 의 가운데점 보의 
자리 표를 구하여 라. 

(설명 ) ^ = -1 + ^, 少 = 2-|?를 쌍곡선의 방정 식 에 갈아넣 으면 

7, 2 + 30，-50 = 0을얻는다. 15 

••• AB 의 가운데점 보의 보조변수값은 노=느广 = - 可 

이것을 직선의 방정식에 갈아넣으면 x m =-2|, y M = 3^ 

따•라•서 점 M 2] 자는 (^-2|, 3ᅨ 


직선과 원뿔곡선의 자리관계 판정 

[x = fit) 

직선의 보조변수방정식 \ ,、 U 는 보조변수)와 원뿔곡선의 방 

b=(p(0 

정식이 주어졌을 때 x = f{t), 少 = cp 於를 원뿔곡선의 방정식에 갈아넣 
어 ^에 관한 한변수2차방정식을 만든다. 

만일 D 〉0 이면 직선과 곡선은 사귀며 D =0 일 때 직선과 곡선은 접하 
며 (사귀 는 경 우도 있다. ) D <0 일 때 직선과 곡선은 서 로 떨 어져 있다. 
[례 ] 점 (1, 2) 를 지나며 경사각이 30°인 직선 씬과 원둘레 
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• x 2 + 3； 2 -2 jc + 4>；-3 = 0 의 자리관계를 판정하여라. 
(설명) 직선 씬의 보조변수방정식은 


I x = \+t cos 30 = 1 + ——t 
3； = 2 +，sin30 = 2 + 는 


(호는 보조변수) 


이 식을 원둘레의 방정식에 갈아넣고 정돈하면 다음의 식을 엄게 
된 다. 

一 +사 + 8 = 0을 얻는다. 

D=16-32<0 이므로 직선파 원둘레는 서로 떨어져있다. 


직선과 원뿔곡선에 의하여 생기는 활줄에 관한 문제 

[례] 포물선 y 2 = 4 px (夕 >0) 의 모임점 묘를 지나며 경사각이 -71 
인 직선에 의하여 생기는 포물선의 활줄 AB 를 구하여라. 4 

(설명 ) 少 2 = 4싸 (夕 >0) 의 모임 점 은 F(p, o) 이 므로 직선의 보조 


변수방정식은 


i 3 V2 

x = p + tcos—n = p-—^-t 

n . 3 V2 

v = 0 + rsm—71 = —— t 
{ 4 2 


야는 보조변수) 


이것을 y 1 = 4 px (夕 >0) 에 갈아넣고 정돈하면 
t 2 + 4 yf 2 pt - Sp 2 =0 

D = (4>/b) 2 -4(-8；7 2 ) = 64y >0 이 므로 방정식은 두개의 실수풀이 


ti, t 2 를 가진다. 

따라서 + 1 2 = — A ^ f 2 . p , t ^ 2 = — 8 p 1 

AB = |^ - t 2 \ = - y J ( t 1 + t 2 ) 2 - 4^ 2 = 

니 (-4 石 p) 2 -4(-8p) 2 니 32p 2 + 32p 2 =Sp 
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직선의 보조변수방정식을 리용하여 원쁠곡선의 어떤 성질들 증명 
하기문제 

[례] 포물선의 대칭축파 준선이 점 A 에 
서 사귄다. A 를 지나는 가름선이 포물선 
파 사귀는 점을 B , C 라고 하고 포물선 
의 모임점 묘를 지나며 BC 에 평행인 직선 
이 포물선과 사귀는 점을 P , Q 라고 하면 
AB • AC = QF • FP 임을 증명 하여 라. (그림 
3-48) 

(설명 ) 포물선의 방정식을 y 2 =2 ax ( a >0) 로 놓으면 aI 0 
이다. 느 2 ' 

가름선 ABC 의 경 사각을 0로 놓으면 직 선 AC 의 방정 식 은 



X = -+ 1 COS0 

2 


나 = 호 sin 0 
少 2 = 2 ax 에 갈아넣으면 


야는 보조변수) 


， 2 sin 2 0 -2 幻 分 cos 0 + a 2 =0 


AB • AC — 


a 1 

sin 2 0 


또한 F 0 이므로 묘를 지나며 가름선 ABC 에 평행인 직선의 
방정식은 ) 

{ x = — + t'cosQ , , ，,、 

2 ('는 보조변수) 

厂 ' sine 


이 것을 少 2 =2 ax 에 갈아넣으면 

sin 2 0 (,) 2 -2 a , cos 0 - a 2 =0 

따라서 FQ.FP 나:시 = | 三 1| 
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그러므로 QF - FP =^ 
ABAC = FQFP 


원뿔곡선 외 보조변수방정식의 응용문제 

[례 1] 타원 스+2스 = 1 우에 한 
9 4 

점 모가 있다. 점 모가 1사분구에 있 
을 때 타원이 자리 표축파 정 의방향 
쪽에서 사귀는 점을 각각 A, B 라 
고 하자. 네 점 A, P, B, O 를 정 
점으로 하는 4각형 OAPB 의 면적 
의 최대값, 최소값은 얼마인가?(그 그립 3-49 

림 3-49) 

(설명) 타원의 방정식은 



[x = 3cos0 

{少 = 2sin0 


(0 는 보조변수)로 놓으면 점 P 의 자리표는 


(3cos 6, 2 sinG) 卜<0 <^|이 JI 직선 AB 의 방■정식은 f + | = 

이므로 P 로부터 AB 까지의 거리는 

I ， „ , . „ ,, 6 ᅵ、 / 조 sinfe +^~ 

d |6cos0 +6sm0 -6| | 느 4 


一 — 1 


V4 + 9 


~w 


O<0< — 이므로 0= — 일 때 sinf 0 + —| = 1 
2 4 l 4 J 



이때 점 P 의 자리표는 
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S OAPB =S AOAB +S AAPB = Y ^' 2 + Y^'-^{^-^)= 

= 3 + 3(V2-1)=3n/2 
따라서 의 최대값은 3 ▲이다. 

[례 到 포물선 /=4义의 내접3각형의 한 정점은 자리표원점이다. 
그리고 그의 수심은 포물선의 모임점을 지난다. 이 내접3각형의 둘레 
의 길이를 구하여라. (그림 3-50) 

(설명) /=4ᄌ의 모임점은 F ( l , 0) 이다. 

점 A 의 자리표를 (삯 2 , 삯)로 놓자. 

호는 보조변수이고 《>0이다. 그러면 B 의 iv 
자리표는 (사 2 , 사)이다. 


AF 의 변화률은 K m = 


At 
~ At 2 

OB 의 변화률은 K ob =-^ = - 
AF 丄 OB 이므로 K^-Kog = -1 

- 슷 {I 1 



그림 3-50 


따라서 t 2 =^, ，= #이며 점 A 의 자리 표는 (5, 2々)이다. 


그러므로 

AB = 4V5, OA = >/25 + 20=3V5 
따라서 ᅀ OAB 의 둘레의 길이는 

AB +2 OA = 10V5 

[ 례 3] 곡선 x 2 + y 2 =9 야 > 0, 少 >0) 
이 주어졌다. 점 A 가 곡선을 따라 움직 
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이고 점 C 의 자리표는 (4, 4) 이 다. AC 를 대각선으로 하는 직4각형 
ABCD 에서 AB , AD 는 각각 x 축， y 축에 평행이다. 직4각형 ABCD 의 
면적 이 최 소일 때 점 A 의 자리 표 및 그때 의 최 소면적 을 구하여 라. (그 
림 3-51) 

(설명) 원둘레의 방정식을 

fx = 3 cosa ( _ ^ 

l ，= 3 sma ( 타 너쉬 «斗》，로 놓자. 

A (3 cosa , 3 sin a ), B (4, 3 sin a ), D (3 cosa , 4) 이므로 
S abcd =ABAD = (4-3 cosa )(4-3 sina ) = 

= 16-12 cosa -12 sina +9 sinacosa = 

9 

= 16-12 (cosa + sina )+— sin 2 a 

sin a > 0, cosoc >0 이므로 sinoc+cosoc = a 로놓으면 

ae(l, 、 / 조 :) 

량변을 두제곱하면 sin 2 a = a 2 -1 
이것을 웃식에 갈아넣으면 

8 ^ 0 = 16 - 12 « + |(« 2 - 1 )=|« 2 - 12 « + ^ = ^« 



a = | 일 때 요새⑶의 최소값은 i 이다 • 

. 4 . 7 

이때 sina +cosa = — , sina -cosa = — 

따라서 sina , cosoc 는 방정식 ' 一 + ᅮ수 ' = 0 의 두 풀이이다. 


즉 18 jc 2 -24 jc + 7 = 0 의 두 풀이이다. 

Al . 24士 V 24 2 -28.18 4±^2 

이때 x = -=- 

36 6 

그러므로 점 A 의 자리표는 
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4 + V 2 4— 비 아 f 4- V 2 4 + V 2) 

〒 ~J 또: 거 


련습문제 

1. 보조변수방정식 


a ( l ~p 

1 + (2 야는 보조변수)을 일반방정식으 


로 고친것은 ( ) 이다. 2 2 

① x 2 + y 2 =l ② ^--^- = 1 


③눗 + 숨 = 1 ④-늪 + 윳ᅱ 


2. 아래의 매 번호에 들어있는 두 방정식 이 동일한 곡선을 나타내는 
것은 ( )이다. 

fx = sin(p 서 1 

① ] ，. 丄 , (中는 보조변수)와 y = 2 x + l 

[^ = 2 smcp + l 


② 


③ 


x =、[i 
y = yf^t 

V 6- V 2 

x = - 

4 


(호는 보조변수)와 x 2 + y 2 =0 


t + l 

와 

t -2 


jc = l + (V2-V6)r 

y = -2 베나야 


④ 


ᄌ = 公 sec 0 
^ = 6 tan 0 


(-y<e<|, e 는 보조변수)와 ^-^=i 


254 



3. 보조변수방정식 4 + 9t \ 야는 보조변수)이 나타내는 곡선 

8 — 1 사 2 

은 ( )이다. 

① 타원 ② 쌍곡선 ③ 직선 ④원 


4 -^{ r =2-3, ( ^™" ) 이다. 


① arctanlJ © - arctan — 


③ n - arctan — ④ n - arctan — 


I X = —2 — yflt 

5 ■ 직선 u + 斤 야 너 ■에 비 


A (_2, 3) 까지의 거리가 、 J 도인 점의 자리표는 ( )이다. 

① (-4, 5) ② (-3, 4) 

③ (-4, 5) 또는 (0, 1) ④ (-3, 4) 또는 (一1, 2) 


6. 보조변수 0가 련속적으로 변할 때 점 P (2 cos 0, 3 sin 0) 의 자 
리길은 곡선 P 이다. 아래의 점들가운데서 곡선 P 에 놓이지 않는것은 
( ) 이다. 


① (2, 3) ② (0, -3) 



\x = x 0 +at 

7. 직선의 보조변수방정식 \ . 나는 보조변수)가 주어졌다. 

[y = y 0 + bt 

점 p 0 (戶 o , 少 o ) 으로부터 움직이는 점 P ( x 0 + at , 少 0 +切)까지의 거리는 
( ) 이다. 
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① 1,1 ® t ③ 、 j (] 2 + 낫 ④、/公 2 + b 2 t 

8. 점 P (2, -1) 을 지나며 변화률이 一1 인 직선의 보조변수방정식 

은 _이다. 

9. M (2, _5)를 중심으로 하고 긴축이 x 축에 평 행이며 긴축이 8, 짧 

은 축이 6인 타원의 보조변수방정식은 _이다. 

10. P (2, 一 1) 을 중심 으로 하고 실축이 x 축에 평 행이며 실축이 4, 

허축이 2인 쌍곡선의 보조변수방정식 은 _이 다. 


11. 원점으로부터 나가는 직선의 경사각 0를 보조변수로 할 때 원둘 
레 : c 2 + 少 2 — 2 ;c = 0 의 보조변수방정식은 _이다. 


\ x = x 0 +at 

12. 보조변수방정식 1 , 는 _이 보조변수일 때 직선 

[y = y 0 + bt 

을 나타내며 이때 직선은 _을 지나며 변화률은 _그리 

고 a , b 가 _를 만족시킬 때《는 벡토르의 길이를 나타낸다. 


\ + t 2 
\ + t 
\ + t 2 


으로 고쳐라. 


(호는 보조변수) 보조변수방정식을 일반방정식 


{ X = cos 0 + sin 0 

. ᄍ n (0 는 보조변수) 보조변수방정식을 일반방정 
y = sm 0 cos 0 

식으로 고쳐라. 

f = _ simp _ 

15. \ 1_C0S(p (0 <(p < 271, (p 는 보조변수) 보조변수방정식을 

COS Cp 

Ly = - - 

[ l-COS(p 

일반방정식으로 고쳐라. 
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\x = 2sin0 

16 ᅴ o on (0 는 보조변수) 보조변수방정식을 일반방정식 

Ly = 2 + cos20 

으로 고쳐라. 

[ 24t 

17. \ 一+9 야는 보조변수) 보조변수방정식을 일반방정식으 

27 -3 t 2 
[ y = 1^9 - 

로 고쳐라. 

4 

18. 점 P (5, _3)을 지나며 경사각이 Jr - arctani 인 직선파 원둘레 
: c 2 + 少 2 =25와의 사귐 점 을 A , B 라고 할 때 다음것 을 구하여 라. 

1 ) PA • PB 2) 활줄 AB 의 가운데점의 자리 표 

19. 타원 6 2 ; c 2 + a 2 / = a 2 6 2 의 한 점을 P 라고 할 때 타원의 오른쪽 

정점 A 를 지나 OP 에 평행인 직선이 y 축파 요에서, 타원파 Q 에서 사귄 

다고 하자. 이때 스으^의 값을 구하여라. 

OP 2 

20. 포물선 /=4 jc 의 정 점 O 를 지나며 서 로 수직 인 두 가름선 이 각 
각 포물선파 A , B 에서 사귄다. 

1) 활줄 AB 는 포물선의 대칭축파 일정한 점에서 사귄다는것을 증명 
하여라. 

2) 활줄 AB 의 자리길방정식을 구하여라. 

답 


1. ③ 

2. ② 

3.① 4.③ 

5. ④ 



卜 2 -쏟 


6. ① 

7. ④ 

8 . ^ 
卜 1 + T ， 

(호는 보조변수) 
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fx = 2 + 4cos0 

9. ^ a 야는 보조변수) 

[j； = -5 + 3sin0 

fx = 2 + 2seccp 

10. i , . U 는 보조변수) 

匕少 = -l + tancp 


Jx = l + cos20 
{少 = sin 20 


(호는 보조변수) 


12. t ， (x 0 , 少 0 )， — , a 2 -\-b 2 = 


13. 두 식을 서로 나누면 ^ = Y + t ' f = 를 얻고 이것을 첫 식 
에 갈아넣고 정돈하면 义 2 + 기 2 —义= 0을 얻는다. 

14. y = \ x2 -\ (- a /2< x <V2) 15. y = ^(x 2 -l) 


2 2 

16. x 2 =-2(j-3), x e [-2, 2] 


- 수知 


4 3 4 

18. tana =——, a e (0, 7i) 이므로 cos a =, sina = — 


따라서 직선의 보조변수방정식은 


(호는 보조변수) 


y=-^+-t 


이것을 원둘레의 방정식에 갈아넣고 정돈하면 分 2 -5사+ 45 = 0 
54 „ 

즉 八 + ,2=1~，,1" 2 =9 

1) PA-PB = | 나卜| = |니 2 | = 9 

2) 활줄 AB 의 가운데점을 보이 라고 하면 M 에 대응하는 보조변수는 
27 


f M = 


( \ +{ 2 _ 


01 이래 ™어 1 ™ M |， ■ 내다. 
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19. (그림 3-52) 점 A 를 지나는 직선의 방정식을 少: K (: c - a ) 로 
놓자. 

\y = lL { x - a ) 一 2 ab 2 yl \ + K 2 

\ b 2 x 2 + ay = a 2 b 2 ^ Q= 6 WK 2 

U = K(x-a)^ R(0j _ ka) , 새니교 

[x = 0 

\ y =kx ^ 0P= 卜 2 ◊ 나 2 ) 

\ b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 1 b 2 + a 2 k 2 



=> x = - t x t 2 = 4 


즉 활줄 AB 와 x 축은 일정한 점 M (4, 0) 에서 사귄다. 
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2) AB 의 가운데점을 P ( x 9 7 ) 라고 하면 



’1 + ’2 


둘째 식으로부터 少 2 = 才+남+2가을 엄는다. 
t x t 2 = -4 및 첫 식을 둘째 식에 갈아넣으면 
y 1 = 2 x — 8 

즉 AB 의 가운데점의 자리길방정식은 
y 2 = 2( x -4) 
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4. 극자리표게와 극방정식 


1) 극자리표계 

평면에 한 점 o 와 이 점을 지나는 축이 결정되면 평면에는 극자리표계가 
정해졌다고 말한다. 이때 o 를 극점, 극점을 - 

지나는 축을 극축이라고 부론다. 극자리표계 yu ( r ,< i >) 

가 정해진 평면의 점 보에 대하여 O 로부터 
점 M 까지의 거리 r 를 점 보의 극반경, 극축 
표와 반직선 OM 사이의 각 Cp (0< cp <27 l ) 乂: 

를 점 보의 극각이 라고 부르며 두 수의 렬 상시卜 -느 

(r, Cp) 를 점 보의 극자리표라고 부르며 M 그립 3-54 

( r , ((ᅪ로 표시 한다. (그림 3-54) 


2) 극자리표와 직각자리표사신[의 관계 


극축을 X 축으로, 극점 을 자리표원점으 
로 하는 직각자리표계를 정하고 어떤 점 
보의 직 각자리표를 (X, y), 극자리표를 
( r , 방 ) 라고 하면 


x = rcoscp 
y — rsincp 


r = sjx 2 +y 2 
tancp = — 



극점을 직각자리표계의 원점에 놓지 않고 생각하면 우의 식은 달라 
진다. (그림 3-55) 


3) 극자리표계에서의 기본관계식 


기. 대칭문제 
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점 M ( r , (p) 의 

• 극점에 관한 대칭점은 {r, n +(p) 

• 극축에 관한 대칭점은 M" (r,-(p) 

• 직선 0= 증에 관한 대칭점은 M m (r, 71 -6) 

i-. 두 점사이의 거리 

A ( 厂 ” cpj, B(r 2 , O 일 때 

AB = 、卜 2 + r 2 2 - 2 厂 , 2 cos (0 2 -Gj) 

3각형의 면적 

• 극점이 3각형의 한 점일 때 

=|승 %베 o | 

• %), B(r 2 , (p 2 ), C ( 자 , (p 3 ) 일 때 

^AABC = ^AAOB + ^&BOC ~ ^AAOC 

S . 세 점이 한 직선에 놓이기 위한 필요충분조건 

厂 1 厂 2 sm(cp! -cp 2 ) + r 2 r 3 sin((p 2 -cp 3 ) + r 3 r x sin((p 3 - 心 )= 0 

4) 도형의 극 방 SM 

f(r, cp)=0 이 변수 r 와 9 에 관한 두변수방정 식 이라고 하자. 

주어진 선 £우의 매 점의 극자리표 0, 中)가 fir, cp) 를 만족시키 
고 거 꾸로 f(r, cp)=0 을 만족시키 는 (r, cp) 를 자리표로 가지 는 점 
이 선 £ 우에 놓인다면 /(r, cp)=0 을 선 £ 의 극방정식이라고 부 
른다. 

-I. 직선 

① 극점을 지나며 극축파 밖의 각을 이루는 직선: 6 =cp(rei?) 

(e =cp(r>0；) 는 극점을 지나며 극축파 a 의 각을 이루는 반직선을 
나타낸다. )( 그림 3-56 ①) 
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⑤ 극점 을 지나며 중심 이 — ( R 〉0) 인 원 : r = -2 i?sincp 

(그림 3-57 ⑤) ~ 

c . 원뿔곡선 

모임점을 극점으로 하고 모임점을 지나 준선에 수직인 축(방향이 모 
임점에 관하여 준선과 반대쪽으로 향하는)을 극축으로 하는 극자리표 
계에서 원뿔곡선의 극방정식은 다음파 같다. (그림 3-58) 
eP 

r = - 

l - ecosq ) 



[례] 극방정식 r = — -은 어떤 곡선을 표시하는가? 표준방정 

식으로 고쳐라. 4 _ 3C0S(P 


(풀이) 주어진 극방정식을 변형하면 r = —^——이므로 이 방정식 
1 —— cos (p 

은 리심률이 £ = ᅀ인 타원의 극방정식이다. 4 
4 



따라서 타원의 방정식은 듀+쓴 =i 
16 7 

자리표원점을 극점으로， x 축을 극축으로 할 때 우의 타원의 표준방 
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정식을 극방정식으로 고치자. 
x = rcoscp ? 少 =，sincp 를 갈아넣으면 
lr 2 cos 2 cp +1 6r 2 sin 2 cp =112 

따라서 ,= —— __ 

7cos + 16sin cp 

이것은 극자리표계를 어떻게 정하는가에 따라 극방정식의 모양이 달 
라진다는것을 보여준다. 

5) 문제풀이의 묘리 


모임점을 지나는 활줄에 관한 문제 

[례 1] 포물선 少 2 =4 x 의 모임점을 지나며 경사각이 arcten ^ 인 직선 
이 포물선과 두 점 A , B 에서 사귄다. 선분 AB 의 길이를 구하여라. 


(설명) 포물선의 모임점을 극점, x 축을 극축으로 하는 극자리표계에 
2 

서 / =4义의 극방정식은 r = - - 

l-COS(p 

A ( r 15 따), B ( r 2 , 71+0!)로 놓으면 ^^=1 이므로 


AB = r x + r 2 = 


즉 선분 AB 의 길이는 쓰이다. 


l-COSCPj l + COS(Pj 

52. i 


4 _52 

sin 2 (pj 9 


[례到 타원 ; c 2 +4 少 2 — 2 ;c + 16 少 + 13 = 0의 오른쪽 모임점을 지 나며 


경사각이 ᄒ■인 직선이 타원파 사귀는 점을 A , B 라고 할 때 선분 AB 의 
6 


길이를 구하여라. 

(설명) 방정식을 변형하면 


( x-1 ) 2 , ( y +2 ) 2 _ 

4 1 ' 

4 1 


x ' = x - l , 少， = 少 + 2로 놓으면 
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타원의 왼쪽 모임점을 극점, oy 축을 극축으로 하는 극자리표계에 
서 a 2 =4, 6 2 =1이므로 


c = V3, 


4, -⑩ 


따라서 (기의 뼈바 

왼쪽 모임점을 지나며 AB 에 평행인 활줄을 A 방라고 하자. 

A !{ r x , e ), b ， o 2 , Ti + e ) 로 놓으면 e =- 이므로 

A ， B ，= 1 + ; = 4 2 6 =쁘 

2- V 3 cos 0 2 + V 3 cos 0 4-3 cos 0 7 

타원의 대칭성으로부터 AB = y 

[례引 타원의 긴축이 AiAzzG 이고 모임점사이의 거리가 FjFj = 4>/2 
이다. 한 모임점을 지나는 직선이 타원파 점 M , N 에서 사귄다. MN 의 
길이가 타원의 짧은축과 같으면 직선의 경사각은 얼마인가? 

(설명 ) 타원의 왼쪽 모임점 心을 극점 , 축 心시를 극축으로 하는 극 
자리표계 를 정 하자. 

a = 3, c = 2 y [2 이므로 b = \ 

ᅪ원의 뼈바 r = JZ ^^ 

MN = -^-+-^-= —— 

3-2 V 2 coscp 3 + 2 V 2 coscp 9-8 cos (p 

주어진 조건으로부터 ^^ = 2, cos >=^ 

따라서 cp =30° 또는 150° 


[례 4] 포물선 少 2 =2 jox 의 모임점 묘를 지나는 직선이 포물선파 두 점 
P , Q 에서 사귄다. 선분 PQ 의 수직2등분선이 포물선의 대칭축파 요에 
서 사궐 때 FR=|pQ 임 을 증명 하여 라. 
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(설명) 모임점 F 를 극점, 대칭축을 극축(오른쪽 방향)으로 하는 극 

자리 표계 를 정 하자. 

, P 

포물선 少 2 =2;w 의 극방정식은 r = \ - 

， ， 1-coscp 

P ( r x , cp), Q { r 2 , Tl+cp) 로 놓으면 FC = 

PQ = Tj + r 2 = 극 로 놓으면 
sin (p 


그러므로 
FR=FC • 


| coscp | 2) 1-coscp l + cosq) I |coscp| sin 2 (p 


FR = -PQ 


[례引 타원 b 2 x 2 + ay 2 = ab 2 (a>6>0) 의 한 모임점 〜을 지나 
며 서로 수직인 두 활줄을 AB, CD 라고 할 때 다음것을 구하여라. 

1) AB + CD 의 최소값 2) AB • CD 의 최소값 

3) 〜에 제일 가까운 긴축의 끝점을 E 라고 할 때 AABC 의 면적의 
최대값 

(설명) 타원의 왼쪽 모임점을 극점, 긴축을 극축(오른쪽 방향)으로 
하는 극자리 표계 를 정 하자. ]) 2 


P = ——이므로 타원의 극방정식은 

C 

b 2 


1—— coscp 


셔 , cp), 」公 (， 2 , 刀 :+9)， Cl r 3? y+cpj 


AB = r x + r 2 - 


lab 2 

公 2 - c 1 cos 2 (p 


, CD = r 3 + r 4 = 


^ ◦ᄂ* 4 , j+cpj 로놓으면 
lab 1 

a 1 - c 1 sin 2 9 


1 ) AB + CD = 2ab 2 \^- 2 一 — + 2 2 , 2 = 

一 c cos cp a -c sin (p ) 

^ab\2a 2 -c 2 ) 、 8ab 2 (2a 2 -c 2 ) _ Sab 2 _ Sab 2 

~ 4a 4 - 4a 2 c 2 + c 4 sin 2 2cp ~ 4a 4 - 4a 2 c 2 +c 4 ~ 2 次 2 -c 2 ~a 2 +b 2 
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... sin 2 2 (p = 1 

즉 9 =45° 또는 135° 또는 225° 또는 315° 일 때 같기식이 성 립된 

다. Sab 2 

그러므로 AB + CD 의 최 소값은 ， , 오 이 다. 

a +b 


2 ) AB CD = - 


16 a 2 b 4 


- >- 


I 6 a 2 b 4 


I 6 a 2 b 4 


4 a 4 - 4 a 2 c 2 + c 4 sin 2 2 cp (2 a 2 - c 2 ) 2 ( a 2 + b 2 J 

9 =45° 또는 135° 또는 225° 또는 315° 일 때 같기 식 이 성 립 한다. 


따라서 


16 a 2 b 4 

• CD 의 최소값은 , 2 , 2 냥 이다. 


(사， 


3) EF ,= a - c , E 로부터 AB 까지의 거리는 
h = EFJ - sincp ={ a - c)sincp 

따라서 사 

_ a6 2 ( a - c)-sincp 
a 2 - c 2 + c 2 sin 2 cp 

sincp 〉0 이므로 분자，분모를 sincp 로 나누면 

c 幻必 2 ( a _ c ) 幻必 2 (幻卜 c ) 

、느나—<1厂= 

sincp 

_ ab (、 a - c ) _ ab ( e _、 m 、) 

2、/ 次 2 —b 2 

b 2 


( a - c ) sincp = 


sincp 
즉 sincp = 


= c 2 sincp 


yja 2 - b 2 


일 때 같기식이 성립한다. 


따라서 A ABE 의 면적의 최대값은 


ab 느니 a 2 - b 2 ^ 


2 - b 2 


이다. 
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원뿔곡선외 공통적인 성질에 관한 문제 

[례 1] 원뿔곡선의 모임점을 지 나는 활줄들가운데서 대칭축에 수직인 
활줄의 길이가 가장 짧다는것을 증명하여라. 


(설명) 원뿔곡선의 극방정식 r = 


-이므로 모임점을 지나는 


활줄의 길이는 AB = - __5~— >2 eP 
l-e cos (p 

여 기서 같기 표는 cp =90° 일 때 성 립 한다. 

[례到 원뿔곡선의 모임점 F 를 지나는 두 활줄 AB 와 CD 가 서로 수 
직일 때 다음것을 증명하여라. 

" ^- 빼하다. 2) 士난 일정하다 ■ 

(설명) 묘가 왼쪽 모임점이라고 하여도 일반성은 잃지 않는다. 

eP 

원뿔곡선의 극방정식은 ^ = --이다. 


A (자, 9)， B ( r 2 , 7 i +( p )， C |^ r 3 , y + cpj , D |^ r 4 , —+cpj efJI 하면 

AB = f P 2 , CD = f P 2 
l-e cos cp l-e sin (p 


D 元 + 石 = 斤(1 니⑵〜 + 卜스바): 

= ^ p ( 2 ~ e2 ) (일정) 

111 2 

2) —— + —— = — (l_《coscp + l + 《 coscp) = — (일정) 
FA FB eP eP 


극자리표계에서 자리길방정식에 관한 문제 

[례 1] 1) 일정 한 점 A ( r 0 , cp Q ) 을 지 나며 극축파 a 의 각을 이루는 
직선의 방정식을 구하여라. (그림 3-59) 

2 ) 중심이 (ᅵ, ((노) 이고 반경이 묘인 원둘레의 방정식을 구하여라. (그 
림 3-60) 


269 



그림 3-明 


그림 3-60 


(설명) 1) 직선의 임의의 점을 P (。, 9 0 )( A 가 아닌)이라고 하면 
AAOP 에서 시누스정리에 의하여 

_:__ r o 

sin [ l 80 ° -(a -( p 0 )] sin(a - cp ) 

따라서 직선의 방정식은 r sin (a - cp ) = r 0 sin (a - q > 0 ) 

2) 원둘레의 임의의 점을 P ( r , cp ) 라고 하면 AAOP 에서 코시누스정 
리에 의하여 

R 2 = r 2 + r ^-2 r 厂 0 cos ( cp -9 o ) 

즉 구하려는 원둘레의 방정식 

이다. 

[례到 1) 극자리표계에서 직선 
숀 : a = rsincp 우에서 한 점 Q 가 움직 인 
다. Q 를 지나 극축에 수직인 직선을 그 
어 그 밑점을 M , 극점 O 를 지나며 직선 
MQ 와 사귀는 점을 P 라고 할 때 OQ 가 
ZMOP 의 2등분선으로 된다. 

점 P 의 자리 길방정 식 을 구하여 라. (그 ᄋ 


2 ) O 를 극점으로 하는 원둘레 
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그립 3-61 



r = 2 acos(p ( a 푠 0) 의 활줄 OA 의 연장선우에 OP 가 A 에 의 하 
여 2 : 3으로 나누이 는 점 모를 정 한다. 점 P 의 자리 길 방정 식 을 구하여 
라. (그림 3-的) 

(설명 ) 1 ) 움직이는 점을 PO , ( p ) 라고 하자. 

그러면 조건으로부터 



련습문제 


1. 점 (_3, 4) 의 극자리표는 ( )이다. 

① [5’ arctan 승) ② 요5’ a 체 



2 극자리표계에서 A (2, arctan 3), A f (-2, - arctan 3) 이면 ( ) 이다. 

① 점 요와 " 는 일 치한다. 

② 점 요와 "는 극점에 관하여 대칭이다. 

③ 점 쇼와 " 는 직선 (p =1 에 관하여 대칭 이 다. 

2 

④ 점 A 와 A / 는 극축에 관하여 대칭 이 다. 

3. 두 점 A ( r 15 ( pj , B ( r 2 , ( p 2 ) 의 극자리표가 ^ + r 2 =0, cpi + A: 71 
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를 만족시 키 면 두 점 A , 8는 ( ) 이다. 

① 일치 ② 극점에 관하여 대칭 

③ 극축에 관하여 대칭 ④ 직선 ( p = i 에 관하여 대칭 
6 

4. 곡선 r = -2 sincp 와 ((> =— ( r >0) 의 사귐점의 개수는 ( ) 이다. 

6 

① 0 ② 1 ③ 2 ④ 4 

5 . 극방정식이 r = 2 acos(p (a 농 0) 인 도형은 ( )이다. 

① 직선 ② 원점에서 나가는 반직선 

③ 극점을 지나며 직선 9=1 에 관하여 대칭인 원 

④ 극점 을 지나며 직선 (p =0 穴^)에 관하여 대칭인 원 

6 . 원의 극방정식이 r = 5>/ icos ( p -5 sin(p 이면 원의 중심은 ( )이다. 

① 反，_0 ② ( 5, h ) 

③ t _ 5 , •사 ④ [_ 5 , •사 

7 . 곡선 (p = ^ ■와 r = 6 sincp (re 穴)의 두 사귐점사이의 거리는 
( )이다. 

① 3 ② 3>/궁 ③ 6 ④ 3 

8 . 극방정식이 rcos 2 오 " = 1 인 도형은 ( )이다. 

2 

① 원 ② 타원 ③ 포물선 ④ 쌍곡선 

9. 점 A (5, 0) 을 지나며 직선 ( p =^ 에 수직인 직선의 극방정식은 

( ) 이다. 


272 



@ 厂 sin 




④ 



10. 극자리표계 에 서 타원 r = 
) 이다. 


2 

2 -coscp 


의 왼쪽 준선의 방정식은 


@ rcos(p = 2 @ rcos(p = -4 

③ rcos(p = -2 ④ rcosq ) =4 


11. 극방정식 
이다. 


다「고세 ᅪ_ 네 ■ — 


12. 극방정식 r = - -로 표시되는 쌍곡선의 실축은 _이고 

3 -rcoscp 

모임점으로부터 준선까지의 거리는 _이다. 

6 

13. 타원 r = - - 의 긴축은 _ , 짧은 축은 _ , 모임점사 

2- cos(p 

이의 거리는 _이다. 

14. 직각자리표계의 원점을 극점, x 축을 극축으로 하는 극자리표계 

ᄌ 2 2 

에서 쌍곡선 7一 i = 1 의 극방정식은 ——이다. 

15. ，，자계에서 A [-3, 눈)， B [5, 원, 0(0, ( p)°i A AB = 

=_ , AAOB 의 면적은 _ 이다. 
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16. A ^4, 증71)의 극•점에 관한 대칭점은 一 , 극■축 ( reR ) 에 관 

한 대칭점은_직선 ( p=y (reR) 에 관한 대칭점은 _， 

[4, 둥고 점 A 銳 —.에 관한 대칭점이다. 


17. 직선 中=뜨와 곡선 r = sincp (re 穴)의 사귐점의 자리표는 
__ 이다. 6 

18. 타원 즈 1 + Z = 1 의 왼쪽 모임점을 극점, 중심을 지나는 축을 극 

16 9 

축으로 하는 극자리표계에서 이 타원의 극방정식은 _이다. 


19. 극방정식 (r-3)|^(p-|j = 0 ( ， >0) 이 나타내는 곡선을 H 려라. 

20. 다음 곡선들의 자리관계를 판정하여라. 

① rcos[cp- 등 ) = 2 와 tancp = 1 

② r = 3, rcoscp =3 


21. 다음의 극방정식을 직각자리표계에서의 방정식으로 고쳐라. 


① r = 


4 + 4cos(p 
③ r = 2cos(p-3sincp 


② rcos (p = a (a > 0) 


22. 다음의 방정식을 극방정식으로 고쳐라. 

① x = 0 ② y = 0 ③ 2x-y-\ = Q 

④ 0 卜 i) 2 +(y+2) 2 = 4 ⑤ y 2 = 4x ⑥ y 2 =^~ 
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23 - 쎄 나며외 베 뼈 w 30 낵 하 

이루는 활줄의 길이를 구하여라. 


24 - 직선 다아삐아 加 incp 파원 厂 = 2cco 에가 서로 접한다. 이때 
b 2 c 2 + lac = 1 (公 푠 0, 公 푠 0, c 푠 0) 임 을 증명 하여 라. 


25. 쌍곡선의 방정식이 
선사이의 각은 얼마인가? 


2-丄)째 이면 01 라배 - « 


26. 점 A ^ r , 민를 지나는 한 직선이 극축파 B ( r 15 0) 에서 사귀고 
반직 선 ( p =|7 l 와 점 C [자, *71) { r x > 0, r 2 >0, r >0) 에 서 사귄 다. 
이때 丄 = 丄 +丄임을 증명하여라. 

r 자 厂 2 


27. 점이 곡선 4 jc 2 -5 jc >； + 4/=5 우에서 움직일 때 w = ; c 2 + / 의 
최대값파 최소값을 구하여라. 

28. 타원 ; c 2 + 2 少 2 — 2 jc -4 少 = 0의 왼쪽 모임 점 을 지 나는 한 직선이 
타원파 A , B 에 서 사귄 다. 타원의 중심 은 分 이 다. 

. 2 

① AB 의 경사각이 arcsm 기일 때 AB 및 ACTAB 의 면적을 구하 
여라. 

AF 2 

② i = T 일 때 AB 의 변화률을 구하여라. 
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5 

29. k 의 값의 변화에 따라 극방정식 r = ~^ r— A -가 나타내는 곡 

^ -4coscp 

선을 판정하여라. 

v 2 v 2 

30. 타원 1 + $ = 1의 중심을 지나 세개의 서로 120°각을 이루는 
반경 OA, OB, OC 를 그었다. 이때 히^+4+히^의 값을 구하 
여라. 

답 


1 . ④ 

2. ③ 3. 

③ 

4 .① 5 .④ 6 .① 

7. ② 

8. ③ 9. 

③ 

10. ③ 11. ae(0, 3) 

12. 으， 

- 13. 8, 

4^3, 4 


7 

4 



14. 厂 2 = 

a 2 b 2 


15. "34-15 、 / 궁 , — 


公 cos i^-a sin (p 

4 

16. [4, 

& [내 


cp =7l(r>0) 


、 f 1 M 


9 

17. (0, 

°》， b 6j 

18. 

4-V7cos(p 


19. r=3, 또는 Cp = y (r>0) 

20. ① 서로 수직으로 사귄다. ② 서로 접한다. 

21 . ① / ② x + ^By-2a = Q 

③ x 2 + y 2 - 2 x + 3 y = 0 
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② cp = 0 ( reR ) 

@ r 2 -2 rcoscp + 4 rsincp + 1 = 0 


⑤ rsin 2 cp =4 coscp ⑥ rcos 3 (p =2 asin 2 cp 
23. 20 

와 직선의 방정식은 ax + by -\ = 0 , 원둘레의 방정식은 x 2 + y 2 - 2cx = 0 
즉 ( jc - cj 2 + /= c 2 이다. 직선과 원은 서로 접하므로 원의 중심 ( c , 0) 으 
로부터 직선까지의 거리는 원의 반경파 같다. 

즉 上: + 요 =c - 간단히 하면 b 2 c 2 + 2ac = \ 

25. 90° 

26. 그림 3_63에 서 보는바와 같이 S ^oc + S aaob = S aboc o] pf . 



방정식을 변형하면 r 2 =- 


sin 2 cp = l 일 때 방의 최대값은 一 , sin 2 cp =- l 일 때 방의 최소값 

은 %다. 3 

13 (ᄌ-1) 2 (少 - i ) 2 

28. 타원의 방정식은 = 1 


타원의 왼쪽 모임점을 극점, 중심 分를 지나는 직선을 극축으로 하는 
려쎄에ᅬ 리배 꾸뼤 r 、 _jL” 
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1 AT , 4 V 3 10 rz 

따라서 coscp ~— f =, AB = --- = — V 3 

^ h 1 ^ S 4-2 cos 2 (p 9 


② 


-AB • c • sincp = — • — V 3 • A — 
—— 2 2 9 y 2 

A ( r 1? cpj ), B (厂 2 , 71+仏)라고 하자. 

AJ7 p ，) AF K 2 


느 u 프 또는 씀요 

BF r 2 1 BF r i 

2 + V 2 cos(p 2 2- V 2 cos(p 2 

그러므로 - T - — 또는 - T -— — 

2- v 2 coscp 1 2 + V 2 coscp 1 


즉 coscp 


= # 또는 coscp = 


따라서 Kr-f 또는 k 2 = 


Vl 4 

― Y 


29. 1) K =0 일 때 방정식은 _4 rcos ( p =5 
즉 - 4 x = 5 이것은 y 축에 평행인 직선이다. 


2) K 수0일 때 방정식 


r = 


丄 

kL 


주; 


① 告〉 1 즉 Ke (_ 2 , o ) u ( o , 2 ) 일 때 쌍곡선이다. 

② -4 -<1 즉 Ke (-00, -2) U (2, +00) 일 때 타원이다. 


4 

근: 


. 즉 K ±2 일 때 포물선 이다. 
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30. 원점을 극점, x 축을 극축으로 하는 극자리표계에서 타원의 방정 
a 2 幻 八스2 

식은 ^ =72~2-이다. 

公 cos cp +a sm*"(p 

A 어， cp ) B ( r 2 , ( p +120°), C ( r 3 , cp + 240°) 으로 놓으면 


OA 1 OB 1 OC 1 " 

= cos 2 (p + 公 2 cos 2 ( q > +120°)+ 公 2 cos 2 ( q > + 120°)+ 

+ a 2 sin 2 (cp +120°)+ a 2 sin 2 ((p + 240°)] 
cos 2 (p + cos 2 (cp + 120 o )+ cos 2 (cp + 240°) = 

= |[1 + cos 2 cp +1 + cos (2 cp + 240 o )+1 + cos (2 cp + 480 0 )] = 증 
sin 2 cp + sin 2 (cp + 120°)+ sin 2 (cp + 240°) = 

= |[1 - cos 2 cp + l - cos (2 cp + 240 o )+1 - cos (2 (p + 480 0 )] = 증 

, _4+ 수 + 그나느스 2 14 |: 식 

OA 2 OB 2 OC 2 a 2 b \2 2 ) 2 \ a 2 b 2 ) 
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